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Resumen
El comportamiento de la propagacio´n de ondas electromagne´ticas en diferentes medios po-
see gran relevancia debido a sus amplias aplicaciones actualmente en telecomunicaciones,
electro´nica y dema´s campos de la ingenier´ıa y la ciencia. Conocer el comportamiento de los
campos electromagne´ticos al pasar a trave´s de un material brinda informacio´n importante
para su caracterizacio´n y posterior uso, as´ı como el descubrimiento de nuevos feno´menos
aprovechables. El Me´todo de Matriz de Transferencia (MMT) es un me´todo ampliamente
usado en o´ptica, meca´nica cua´ntica y acu´stica, con el fin de analizar la propagacio´n de ondas
(electromagne´ticas, funciones de onda, acu´sticas) a trave´s de medios estratificados. En el
presente trabajo se realiza el estudio de la propagacio´n de la radiacio´n electromagne´tica en
materiales diele´ctricos, meta´licos, semiconductores y en los dispositivos conocidos como cris-
tales foto´nicos diele´ctricos 1D (DPC), mediante MMT se determinan los los coeficientes de
transmisio´n y reflexio´n para la caracterizacio´n del material, adema´s de establecer relaciones
importantes para el cambio de la radiacio´n al interior del material.
Palabras clave: Matriz de Transferencia, medios estratificados, cristales foto´nicos, coe-
ficiente de transmisio´n..
Abstract
The behavior of the propagation of electromagnetic waves in different media has great signi-
ficance due to its broad applications currently in telecommunications, electronics and other
fields of engineering and science. Knowing the behavior of electromagnetic fields by passing
through a material provides important information for characterization and subsequent use
as well as the discovery of new exploitable phenomena. The Transfer Matrix Method (TMM
) is a method widely used in optical , acoustic and quantum mechanics, in order to analyze
the propagation of waves ( electromagnetic , wave functions , acoustic ) through stratified
media , in this paper studying the propagation of electromagnetic radiation in dielectric ma-
terials, metal , semiconductor and dielectric devices known as photonic crystals 1D (PhC), by
the MMT the transmission and reflection coefficients are determinate for material characte-
rization also to establish important relations to the changes of the radiation into the material
Keywords: Matrix transfer, stratified media, photonics crystals, transmission coeficient
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1. Introduccio´n
El presente trabajo realiza una introduccio´n al comportamiento de la propagacio´n de la
radiacio´n electromagne´tica sobre diferentes medios, entendidos como sistemas construidos
por materiales que exhiben caracter´ısticas atractivas al paso de la radiacio´n; mas espec´ıfi-
camente estos pueden ser diele´ctricos, metales o semiconductores, cabe aclarar que tanto el
espesor como las propiedades f´ısicas de los medios toman gran importancia en la aparicio´n
de feno´menos de interferencia y brechas prohibidas. Para el estudio de la propagacio´n elec-
tromagne´tica a trave´s de medios perio´dicos en una dimensio´n es posible recurrir a la teor´ıa
matricial y a las propiedades de las matrices conocidas como matrices de transferencia las
cuales constituyen el tema central del presente trabajo por ser usadas en la solucio´n de pro-
blemas de propagacio´n como: electrones a trave´s de barreras o pozos de potencial y ondas
electromagne´ticas en cristales foto´nicos o meta-materiales [8].
La importancia de las ondas en nuestra vida diaria puede estar fuertemente sobreestimada,
ya que las ondas se encuentran por doquier. La mayor´ıa de la informacio´n que se recibe a
diario llega en forma de ondas, se escucha y observa a trave´s de ondas, las ondas son la base
de la transmisio´n y recepcio´n de informacio´n ya sea con fines recreativos, formales y cient´ıfi-
cos este feno´meno se da hoy en d´ıa en forma de comunicacio´n inala´mbrica mayormente. Las
ondas tambie´n son usadas en la medicina y la industria para examinar objetos, caracterizar
superficies, determinar formas espec´ıficas y muchas mas aplicaciones. Por otro lado las ondas
en medios perio´dicos comu´nmente presentan caracter´ısticas atractivas de aprovechamiento;
la mas importante de ellas puede ser la aparicio´n de brechas o bandas prohibidas gaps las
cuales separan a las bandas permitidas de propagacio´n dentro del material. Esto representa
el papel determinante de las frecuencias permitidas dentro de un sistema o medio perio´dico.
En el segundo capitulo se hace una revisio´n de la teor´ıa electromagne´tica referente a la pro-
pagacio´n de ondas en el vac´ıo y en medios materiales a trave´s de las ecuaciones de Maxwell,
luego se definen los para´metros o´pticos para un medio y finalmente se presentan las formulas
de Fresnel para el cambio de la radiacio´n electromagne´tica sobre una interface sencilla [3].
Este capitulo se consolida como un pilar de la teor´ıa electromagne´tica necesario para desa-
rrollar y entender el comportamiento de la radiacio´n electromagne´tica cuando cambia de
medio, no solo de forma individual sino que puede ser extrapolado a medios que presentan
periodicidad en sus caracter´ısticas f´ısicas.
3En el tercer capitulo se desarrolla el me´todo generalizado de matriz de transferencia, el cual
constituye la base matema´tica para el desarrollo de problemas de propagacio´n en una dimen-
sio´n. A trave´s de un problema sencillo de dispersio´n de un electro´n a trave´s de una muestra
o potencial se define la matriz de dispersio´n S y la matriz de transferencia M, determinando
equivalencias y propiedades de los elementos que las componen [8]. Mediante la matriz de
transferencia es posible determinar las amplitudes de transmisio´n y reflexio´n para la onda
del electro´n asociada, as´ı mismo se determina la composicio´n de matrices, propiedad funda-
mental que permite extrapolar el me´todo a sistemas de n muestras o barreras no solo para
el caso cua´ntico sino electrodina´mico.
En el cuarto y quinto capitulo se estudia la transmisio´n y reflexio´n de la radiacio´n sobre
medios diele´ctricos y meta´licos bajo el modelo de Drude para conductores [3]. Para el primer
caso se describen los dos me´todos: convencional y matriz de transferencia para determinar
los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n de una barrera diele´ctrica, as´ı como el feno´meno
conocido como resonancia Fabry-Pe´rot en materiales diele´ctricos. Para el segundo caso se
fija el intere´s en medios que presentan absorcio´n, as´ı bajo el modelo de Drude se obtienen
de nuevo los coeficientes de transmisio´n, reflexio´n y ahora absorcio´n. Para los dos casos se
simulan espectros de transmisio´n y reflexio´n de acuerdo a los resultados teo´ricos obtenidos
mediante la matriz de transferencia.
En el capitulo seis se presentan los resultados de la aplicacio´n del me´todo a un problema en
particular de la f´ısica de semiconductores. De esta manera una vez desarrollado y probado el
me´todo para la determinacio´n de la transmitancia y reflactancia en materiales diele´ctricos y
conductores, se procede ahora a simular espectros de transmisio´n de pel´ıculas semiconducto-
res de ZnSe depositadas sobre sustratos de vidrio [12, 10]. Este trabajo implica desarrollar el
me´todo a dos barreras (pel´ıcula delgada y sustrato) y cuatro interfaces, ademas de modelar
el ı´ndice de refraccio´n del material semiconductor bajo el modelo de Wemple y Didome-
nico [14] en las regiones de media y baja absorcio´n. Finalmente los espectros simulados y
los espectros experimentales son comparados para determinar la variacio´n espectral del ı´ndi-
ce de refraccio´n y la brecha de energ´ıa [9], caracter´ısticas o´pticas del material semiconductor.
En el se´ptimo y ultimo capitulo se realiza el desarrollo del me´todo de matriz de transferen-
cia en las estructuras conocidas como cristales foto´nicos, las cuales pueden ser entendidas
como capas alternadas de materiales diele´ctricos con diferentes ı´ndices de refraccio´n y es-
pesor. As´ı partiendo de las ecuaciones de Maxwell se describe el MMT para un cristal uni-
dimensional (PhC 1D) con el objetivo de determinar la estructura de bandas, transmitancia
y reflactancia, para´metros que caracterizan el material para posteriores aplicaciones [15].
4 1 Introduccio´n
1.1. Objetivos
Realizar un estudio del me´todo generalizado de Matriz de Transferencia (MMT).
Estudiar las estructuras perio´dicas o´pticas finitas a trave´s del Me´todo de Matriz de
Transferencia.
Estudiar los dispositivos conocidos como cristales foto´nicos diele´ctricos (1D), enten-
die´ndolos como gu´ıas de onda para manipular ondas electromagne´ticas.
Aplicar el me´todo de Matriz de Transferencia a un cristal foto´nico diele´ctrico 1D (DPC)
para determinar los coeficientes de reflexio´n, transmisio´n y absorcio´n.
2. Interaccio´n Radiacio´n Materia
En el presente capitulo se considera una revisio´n general a la teor´ıa electromagne´tica partien-
do de la presentacio´n de las ecuaciones de Maxwell se presentan las soluciones dependientes
del tiempo necesarias para discutir la propagacio´n de ondas [5]. Debido a la modificacio´n de
los campos en presencia de materia se presentan los para´metros materiales que caracterizan
el medio, como la conductividad y la constante diele´ctrica. Luego se definen las constantes
o´pticas que caracterizan la propagacio´n y disipacio´n de ondas electromagne´ticas en el medio,
como el indice de refraccio´n. Finalmente se describe el feno´meno que ocurre cuando una onda
electromagne´tica incide sobre una interface que separa dos medios con diferentes constantes
o´pticas. Todas estas descripciones dan lugar a la introduccio´n de para´metros susceptibles a
ser medidos de forma experimental y de gran relevancia en el presente trabajo, como son la
transmitancia y la reflactancia.
2.1. Solucio´n de las Ecuaciones de Maxwell en el Vac´ıo
Antes de considerar la interaccio´n de la radiacio´n con la materia, consideramos el caso de la
no existencia de materia (vac´ıo).
▽× E(r,t) + 1
c
∂B(r,t)
∂t
= 0 (2-1)
▽ ·B(r,t) = 0 (2-2)
▽×B(r,t) − 1
c
∂E(r,t)
∂t
=
4π
c
Jtotal(r,t) (2-3)
▽ ·E(r,t) = 4πρtotal(r,t) (2-4)
E(r,t) y B(r,t) corresponden a los vectores de campo ele´ctrico e induccio´n magne´tica res-
pectivamente, c es la velocidad de la luz en el espacio libre. La densidad de corriente J y
densidad de carga ρ usadas se refieren cantidades totales, es decir que incluyen densidades de
carga y corriente externas e inducidas. Con el a´nimo de hacer ma´s concisas las ecuaciones,
en adelante no se expresara la dependencia espacio-temporal de las cantidades vectoriales,
sin embargo se sabe que estas dependen tanto de r como de t. Con respecto a la notacio´n,
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se utilizara´ la expresada en textos cla´sicos de electrodina´mica, en unidades “”Gausianas“”
(sistemas irracionalizados) (cgs), donde E(r,t) y B(r,t) tienen las mismas unidades.
Las ecuaciones diferenciales (2-1,4) son satisfechas por el potencial vectorial A(r,t) y el po-
tencial escalar Φ(r,t),
B = ▽×A (2-5)
E+
1
c
∂A
∂t
= −▽ Φ (2-6)
donde
▽ ·B = ▽ · (▽×A) = 0 (2-7)
(2-8)
expresa el hecho que la divergencia de todo campo rotaciones (axial) es cero, es decir que
▽×A corresponde a un campo solenoidal.
Por otro lado es posible afirmar que s´ı A desaparece (A = 0) o si es independiente del
tiempo, el campo ele´ctrico es conservativo, y esta dado por el gradiente de un potencial
escalar. Reemplazando las ecuaciones (2-5,6) en la ecuacio´n (2-3), correspondiente a la ley
de Ampere, y utilizando identidades vectoriales, tenemos una ecuacio´n para el potencial
vectorial A
▽2A− 1
c2
∂2A
∂t2
= −4π
c
J+
1
c
▽ ∂Φ
∂t
+▽(▽ ·A) (2-9)
que observando es una ecuacio´n de onda caracter´ıstica que combina la segunda derivada
temporal y la segunda derivada espacial de A. Como esta ecuacio´n conecta la densidad de
corriente con los potenciales escalar y vectorial, es posible encontrar una relacio´n entre la
densidad de carga y los potenciales, basta con reemplazar la ecuacio´n 2-5 en la “ley de
Coulomb”, obteniendo
▽ ·E = 4πρ = −▽2 Φ− 1
c
∂
∂t
(▽ ·A) (2-10)
utilizando el “”gauge“” de Coulomb▽·A = 0, el u´ltimo te´rmino en esta ecuacio´n desaparece,
la ecuacio´n resultante es la conocida ecuacio´n de “”Poisson“”.
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▽2Φ = −4πρ (2-11)
esta ecuacio´n expresa el hecho que el potencial escalar Φ es determinado u´nicamente por la
distribucio´n de carga ρ(r,t). De forma similar utilizando la definicio´n para el potencial vector
en la ecuacio´n de la ley de Ampere y considerando campos esta´ticos, obtenemos:
▽2A = −4π
c
J (2-12)
conectando u´nicamente el potencial vector A(r,t) a la densidad de corriente J(r,t). Empleando
la identidad vectorial ▽· (▽×B) = 0 es posible combinar las derivadas de las ecuaciones de
la ley de Ampere y Coulomb para obtener la ecuacio´n de Continuidad para la carga ele´ctrica
∂ρ
∂t
= −▽ · J (2-13)
expresando el hecho que la evolucio´n temporal de la carga en cualquier posicio´n esta rela-
cionada a la densidad de corriente en la misma posicio´n. Cabe resaltar que las ecuaciones de
Poisson y Continuidad han sido obtenidas por combinacio´n de las ecuaciones de Maxwell en
ausencia de materia, sin hacer ninguna presuncio´n acerca de una forma particular de tiempo
o espacio de los campos.
2.1.1. Ecuaciones de Onda en el Vac´ıo
En la ausencia de materia, corrientes libres y cargas externas (J = 0, ρ = 0), la combinacio´n
de la ecuacio´n para la Ley de induccio´n de Faraday la ley de Coulomb lleva a
1
c
∂
∂t
(▽×B) = ▽2E (2-14)
usando la ley de Ampere, se obtiene para el campo ele´ctrico
▽2E− 1
c2
∂2E
∂t2
= 0 (2-15)
Esta es una ecuacio´n de onda para E en su forma mas simple sin disipacio´n de energ´ıa u
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otras complicaciones; la segunda derivada espacial es igual a la segunda derivada temporal
salvo un factor de proporcionalidad correspondiente al cuadrado de c. Una posible solucio´n a
esta ecuacio´n diferencial es dada por una onda armo´nica E(r,t) = E0e
i(k·r−ωt). Reemplazando
esta forma para E en la ecuacio´n de onda 5-10, el vector de onda k y la frecuencia angular
ω = 2π
T
(donde T es el periodo temporal de la oscilacio´n) obedecen la relacio´n
ω
k
= c donde k = |k| = 2π
λ
(2-16)
La correspondiente ecuacio´n de onda para el campo B(r,t) puede fa´cilmente derivarse de las
ecuaciones de Maxwell y tiene la forma
▽2B− 1
c2
∂2B
∂t2
= 0 (2-17)
Figura 2-1.: Radiacio´n Electromagne´tica Linealmente Polarizada de longitud de Onda λ,
Campo Ele´ctrico E en la direccio´n x y campo magne´tico a lo largo de la
direccio´n y.
Una onda electromagne´tica linealmente polarizada es mostrada en la figura (2-1)1 con la
notacio´n de acuerdo a como se ha trabajado en las ecuaciones anteriores. Es evidente como
los tres vectores E, B y k son perpendiculares entre si. El campo ele´ctrico y el campo
magne´tico esta´n orientados en la direccio´n x y y respectivamente, la propagacio´n se lleva
a cabo en la direccio´n z. Los campos ele´ctrico y magne´tico oscilan en fase, as´ı que para
cualquier r y t dado el campo magne´tico es cero cuando el campo ele´ctrico desaparece ;
a causa que J = 0 en el vac´ıo, el campo ele´ctrico se anulara cuando el campo magne´tico
desaparezca tambie´n.
1Imagen tomada de [3]
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Por otro lado, existe una energ´ıa asociada a la creacio´n de campos ele´ctricos y magne´ticos;
la densidad promedio temporal de la energ´ıa del campo ele´ctrico es ue =
1
4π
E2t , y para el
campo magne´tico um =
1
4π
M2t . Una onda electromagne´tica viajando esta asociada con el
transporte de energ´ıa electromagne´tica. No habra´ disipacio´n de energ´ıa (o atenuacio´n de la
onda electromagne´tica) si no se consideran efectos de amortiguamiento. La energ´ıa en una
unidad de volumen (densidad de energ´ıa) asociada a una onda armo´nica esta dada como,
u =
1
8π
E2 +
1
8π
b2 (2-18)
para el caso del vac´ıo |E| = |B|, y las energ´ıas asociadas con el campo ele´ctrico y magne´tico
son iguales, as´ı es posible definir el vector
S =
c
4π
E×B (2-19)
llamado el vector de Poynting, el cual es dirigido a o largo de la direccio´n de propagacio´n.
Este describe la energ´ıa transportada, es decir el flujo de energ´ıa por unidad de a´rea y por
unidad de tiempo, como tambie´n puede mostrarse fa´cilmente por
▽ · S = −du
dt
(2-20)
una expresio´n de conservacio´n de energ´ıa.
2.2. Propagacio´n de Ondas Electromagne´ticas en un
Medio
A causa de que uno de los puntos centrales del presente trabajo esta relacionado con los
feno´menos de transmisio´n a trave´s de medios estratificados, sera´ de vital importancia co-
nocer la influencia de las propiedades o´pticas de so´lidos en dichos feno´menos, mediante el
estudio de la propagacio´n de ondas electromagne´ticas en medios materiales (isotro´picos).
Primero se definira´n algunos para´metros materiales y luego se reemplazaran en las ecuacio-
nes de Maxwell, para ver como cambian estas.
2.2.1. Definicio´n de Para´metros Materiales
La presencia de un medio en la propagacio´n de campos ele´ctricos y magne´ticos, puede generar
dipolos y momentos magne´ticos. polarizacio´n de cargas y corrientes inducidas. Claramente
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los campos ele´ctrico y magne´tico no sera´n uniformes dentro del material, a cambio de esto
variaran punto a punto reflejando la periodicidad de la red ato´mica. Para longitudes de onda
considerablemente ma´s grandes que la separacio´n ato´mica, es posible considerar, un valor
promedio de los campos ele´ctricos y magne´ticos. Sin embargo, Estos campos, son diferentes
en comparacio´n con los campos en el vac´ıo, en consecuencia surge el desplazamiento ele´ctrico
D en lugar del campo ele´ctrico E, y la induccio´n magne´tica B asociado con la intensidad
de campo magne´tico H, se introducen para dar cuenta de las modificaciones hechas por el
medio.
La densidad de carga total ρtotal, usada en la ley de Coulomb, ahora tiene dos componentes
ρtotal = ρext + ρpol (2-21)
una carga externa ρext an˜adida desde fuera y una contribucio´n debido a la variacio´n espacial
de la polarizacio´n.
ρpol = −▽ ·P (2-22)
Para una polarizacio´n homoge´nea las cargas positivas y negativas se cancelan en todas partes
al interior del material, lo que lleva a una carga neta nula dentro del l´ımite de grandes
longitudes de onda comparadas con la separacio´n ato´mica.
Suponiendo que no hay corriente externa: Jext = 0. La densidad total de corriente J = Jtotal
dentro de en la ecuacio´n de Maxwell, consiste en una contribucio´n Jcond que surge a partir
del movimiento de los electrones en la presencia de un campo ele´ctrico y de una contribucio´n
Jlig derivados de la redistribucio´n de cargas ligadas:
Jtotal = Jcond + Jlig (2-23)
de la ley de Ohm se asume que la corriente es proporcional al campo aplicado E, esto es
aplicado a la corriente de conduccio´n como
Jcond = σ1E (2-24)
donde σ1 es la conduccio´n del material; ya que se considera la respuesta lineal, σ1 no depende
de la intensidad de campo ele´ctrico. Tambie´n se supone que no debe cambiar en presencia
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de un campo magne´tico externo, lo que implica que no se consideran los efectos magneto-
resistentes. La polarizacio´n dependiente del tiempo ∂P
∂t
o la magnetizacio´n dependiente del
espacio ▽×M contribuye a lo que se llama la corriente de desplazamiento Jlig o densidad
de corriente l´ımite.
Ahora si se sustituye este nuevo te´rmino para la densidad de corriente Jtotal en la tercera
ecuacio´n de Maxwell se obtiene:
▽×B(r,t) − 1
c
∂E(r,t)
∂t
=
4π
c
Jtotal(r,t)
=
4π
c
[
Jcond(r,t) +
∂P(r,t)
∂t
+ c ▽×M(r,t)
]
(2-25)
y la ultima ecuacio´n cambia a:
▽ · E(r,t) = 4πρtotal(r,t) = 4π
[
ρext(r,t) −▽ ·P(r,t)
]
(2-26)
Estas reformulaciones de las ecuaciones de Maxwell sugieren las definiciones del desplaza-
miento ele´ctrico D y la intensidad de campo magne´tico H. La intensidad de campo ele´ctrico
E y el desplazamiento ele´ctrico (o densidad de flujo ele´ctrico) D esta´n conectados por la
constante diele´ctrica (o permitividad) ǫ1:
D = ǫ1E = (1 + 4πχe)E = E+ 4πP (2-27)
donde χe es la susceptibilidad diele´ctrica y P = χeE es la densidad de momento dipolar
o densidad de polarizacio´n. La constante diele´ctrica ǫ1 puede ser positiva o negativa. Del
mismo modo, la intensidad de campo magne´tico H esta´ conectada a la induccio´n magne´tica
B por la permeabilidad µ1:
B = µ1H = (1 + 4πχm)H = H+ 4πM (2-28)
donde χm es la susceptibilidad magne´tica y M = χmH es la densidad de momento magne´ti-
co, o magnetizacio´n. Las cantidades ǫ1, χe, µ1 y χm, las cuales conectan los campos son
adimensionales (sin unidades). La susceptibilidad magne´tica χm es t´ıpicamente cuatro y
cinco o´rdenes de magnitud ma´s pequen˜a (excepto en el caso de ferromagnetismo) que la
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susceptibilidad diele´ctrica χe, que es del orden de la unidad. Por esta razo´n, las propieda-
des de dia´- y para-magne´ticas pueden en general ser despreciadas en comparacio´n con las
propiedades diele´ctricas cuando las ondas electromagne´ticas pasan a trave´s de un medio.
En el presente trabajo no se discuten las propiedades de los materiales magne´ticos, por lo
que se supone que µ1 = 1 (si no se indica expl´ıcitamente lo contrario), aunque se incluyen
en algunas ecuaciones para que sean ma´s general. Se asume adema´s que no hay pe´rdidas
magne´ticas y, por consiguiente que la parte imaginaria de la permeabilidad es cero.
2.2.2. Ecuaciones de Maxwell en presencia de Materia
A partir de las definiciones anteriores, es posible re-escribir las ecuaciones de Maxwell ahora
en presencia de materia. Re-ordenando los te´rminos y luego de algunas sustituciones se
obtiene:
▽× E(r,t) + 1
c
∂B(r,t)
∂t
= 0 (2-29)
▽ ·B(r,t) = 0 (2-30)
▽×H(r,t) − 1
c
∂D(r,t)
∂t
=
4π
c
Jcond(r,t) (2-31)
▽ ·D(r,t) = 4πρext(r,t) (2-32)
usando la ecuacio´n 2-27, la ley de Ohm, y recordando que no existe corriente externa, la
tercera ecuacio´n del arreglo superior, arroja:
▽×H(r,t) − 1
c
∂
∂t
(ǫ1E(r,t)) =
4π
c
σ1E(r,t) (2-33)
c▽×H = −iωǫ1E+ 4πσ1E = −iωǫˆE (2-34)
donde se ha asumido una dependencia temporal armo´nica del te´rmino de desplazamiento
∂D
∂t
= −iωD, y se ha definido la cantidad diele´ctrica compleja como:
ǫˆ = ǫ1 + i
4πσ1
ω
= ǫ1 + iǫ2 (2-35)
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Al escribir D = ǫˆE, el cambio en la magnitud y el desplazamiento de fase entre el desplaza-
miento D y el campo ele´ctrico E esta´n convenientemente expresados. Si se expresa el campo
ele´ctrico E = E0 sin (k · r − ωt), para el desplazamiento ele´ctrico D se tiene:
D = D0 sin (k · r − ωt+ δ(ω))
= D0
[
sin (k · r − ωt) cos (δ(ω)) + cos (k · r − ωt) sin (δ(ω))
]
= ǫ1E0 sin (k · r − ωt) + ǫ2E0 cos (k · r − ωt) (2-36)
para demostrar que ǫ1 y ǫ2 tienen un a´ngulo de desfase de
π
2
.
La notacio´n representa el hecho general de que la respuesta del medio puede tener un retardo
de tiempo con respecto a la perturbacio´n aplicada. Del mismo modo la conductividad se
puede suponer que es compleja
σˆ = σ1 + iσ2 (2-37)
para incluir el corrimiento de fase de la conduccio´n y la corriente de cargas ligadas, generando
una ley de Ohm mas general.
Jtotal = σˆE (2-38)
y de esta manera definir la relacio´n entre la conductividad compleja y la constante diele´ctrica
compleja como:
ǫˆ = 1 + i
4π
ω
σˆ (2-39)
Adema´s del intercambio de partes real e imaginaria de la conductividad y la constante
diele´ctrica, la divisio´n por ω se convierte en importante en los l´ımites ω → 0 y ω →∞ para
evitar funciones divergentes. Aunque consideramos que los para´metros de los materiales ǫ1 y
σ1 como los dos componentes fundamentales de la respuesta a los campos electrodina´micos,
es de mayor utilidad definir una funcio´n de respuesta compleja, en la mayor´ıa de los casos
la conductividad σ, cuando se habla de las propiedades o´pticas de los so´lidos.
En el caso general de un medio anisotro´pico, los para´metros de los materiales ǫ1, µ1, y σ1
pueden ser dependientes de la direccio´n y tienen que ser representados como tensores, lo que
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conduce al hecho de que el campo de desplazamiento D no apunta en la misma direccio´n
que el campo ele´ctrico E. Para grandes intensidades de los campos ele´ctricos y magne´ticos,
los para´metros de los materiales ǫ1, µ1, y σ1 pueden incluso depender de la intensidad de
campo, en cuyo caso los te´rminos de orden superior de una expansio´n de Taylor de dichos
para´metros, tienen que ser tomados en cuenta para describir los efectos no-lineales. Las
propiedades diele´ctricas ǫˆ tambie´n puede depender de los campos magne´ticos externos, y
por supuesto, la polarizacio´n puede cambiar debido a un campo magne´tico aplicado (efecto
Faraday y efecto Kerr), estos feno´menos magneto-o´pticos no son tenidos en cuenta. De esta
manera el presente trabajo se concentra en medios homoge´neos, iso´tropos y no magne´ticos
con µ1 = 1, adema´s ǫ1, y σ1 sera´n independientes de la intensidad de campo y el tiempo.
2.2.3. Ecuaciones de Onda en el Medio Material
Para encontrar una solucio´n a las ecuaciones de Maxwell se considera un medio infinito,
y as´ı evitar los l´ımites y efectos de borde. Adema´s suponemos la ausencia de cargas libres
(ρext = 0) y corrientes externas (Jext = 0). Como el caso de vac´ıo, se utiliza una dependencia
seno-soidal perio´dica en el tiempo y una dependencia espacial para las ondas ele´ctricas y
magne´ticas. Con
E(r,t) = E0e
i(k·r−ωt) (2-40)
y
H(r,t) = H0e
i(k·r−ωt−φ) (2-41)
para describir los campos ele´ctricos y magne´ticos, con vector de onda k y frecuencia ω. Se
incluye un factor de fase φ para indicar que los campos ele´ctricos y magne´ticos pueden estar
desplazados en fase (desfasados) uno con respecto al otro. Como se vera a continuacio´n, el
vector de onda k tiene que ser una cantidad compleja, para describir la dependencia espacial
de la onda este tiene que incluir una parte de propagacio´n as´ı como una parte de atenuacio´n.
Usando la identidad vectorial ▽ × (▽ × A) = ▽(▽ · A) − ▽2A y con las ecuaciones de
Maxwell (2-1-5), podemos separar los componentes magne´ticos y ele´ctricos para obtener.
▽×
[
▽× E(r,t) + 1
c
∂B(r,t)
∂t
]
= 0
▽(▽ · E)−▽2E+ 1
c
∂
∂t
(▽×B(r,t)) = 0
▽
(
4πρext
ǫ1
)
−▽2E+ 1
c
∂
∂t
[
ǫ1µ1
c
∂E
∂t
+
4πµ1σ1
c
E
]
= 0 con(ρext = 0)
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la ecuacio´n de onda para el campo ele´ctrico.
▽2E− ǫ1µ1
c2
∂2E
∂t2
− 4πµ1σ1
c2
∂E
∂t
= 0 (2-42)
En esta ecuacio´n, el segundo te´rmino representa la corriente de desplazamiento de Maxwell,
el u´ltimo te´rmino se debe a la corriente de conduccio´n. De forma similar es posible obtener
la ecuacio´n:
▽2H− ǫ1µ1
c2
∂2H
∂t2
− 4πµ1σ1
c2
∂H
∂t
= 0 (2-43)
que describe la propagacio´n del campo magne´tico. En ambas ecuaciones la descripcio´n con-
tiene un factor adicional en comparacio´n con la del espacio libre, que es proporcional a la
primera derivada en el tiempo de los campos. Por supuesto, se podr´ıa haber obtenido una
ecuacio´n para B. Como se menciono´ anteriormente, se desprecian pe´rdidas magne´ticas.
De las ecuaciones de onda anteriores es posible definir, que si hay materia presente con disi-
pacio´n finita (σ 6= 0) (donde el vector de onda sera´ complejo), existe una corrimiento de fase
entre el campo ele´ctrico y magne´tico. Esto queda claro cuando se resuelven las ecuaciones de
onda para radiacio´n monocroma´tica. Sustituyendo la ecuacio´n 2-40 en 2-42 (sin resolverlo
expl´ıcitamente) se obtiene la siguiente relacio´n de dispersio´n entre el vector de onda k y la
frecuencia ω:
k =
ω
c
[
ǫ1µ1 + i
4πµ1σ1
ω
] 1
2
kˆ (2-44)
donde kˆ = k
|k|
es el vector unitario a lo largo de la direccio´n ~k. Es de resaltar que en el
resultado anterior tambie´n se ha tenido en cuenta el supuesto de la no existencia de carga
externa (▽·E = 0). Un vector de onda complejo k es una manera compacta de expresar que
un onda propagandose en la direccio´n kˆ experimenta un cambio en longitud de onda y una
atenuacio´n en el medio en comparacio´n con el espacio libre (vac´ıo). La propagacio´n de los
campos ele´ctricos y magne´ticos puede ahora escribirse en la forma compacta de Helmholtz
para la ecuacio´n de onda:
(▽2 + k2)E = 0 (▽2 + k2)H = 0 (2-45)
Cabe sen˜alar que la propagacio´n de los campos ele´ctricos y magne´ticos se describe por el
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mismo vector de onda k, sin embargo, puede haber un cambio de fase de uno con respecto
al otro (φ 6= 0).
En el caso de un medio que presenta perdidas ele´ctricas despreciables (σ1 = 0), las ecuacio-
nes de onda definidas en 2-42 y 2-43 se reducen a las familiares ecuaciones de onda 2-15,
describiendo la propagacio´n ele´ctrica y magne´tica de los campos en el medio como.
▽2E− ǫ1µ1
c2
∂2E
∂t2
= 0 ▽2 H− ǫ1µ1
c2
∂2H
∂t2
= 0 (2-46)
No existe variacio´n en la magnitud de E y H dentro del material; sin embargo la velocidad
de propagacio´n ha cambiado por (ǫ1µ1)
1
2 comparado a cuando esta estaba en el vac´ıo. Es
de resaltar que el vector de onda k es real para materiales no conductores. Las soluciones a
estas ecuaciones de onda, esta´n restringidas a ondas transversales. En el caso que σ1 = 0,
tanto E como H son perpendiculares a la direccio´n de propagacio´n kˆ; por consiguiente esas
ondas son llamadas transversal ele´ctrica y magne´tica (TEM).
2.3. Constantes O´pticas
2.3.1. I´ndice de Refraccio´n
Los para´metros de los materiales tales como la constante diele´ctrica ǫ1, la conductividad
σ1, y la permeabilidad µ1 denotan el cambio de los campos y corrientes cuando la materia
esta´ presente. Debido a la conveniencia y razones histo´ricas, constantes o´pticas tales como
el ı´ndice de refraccio´n real n y el coeficiente de extincio´n κ se utilizan para la propagacio´n y
la disipacio´n de las ondas electromagne´ticas en el medio que se caracteriza por el vector de
onda 2-44. Se debe tener en cuenta que el material se extiende indefinidamente, es decir no
se consideran los efectos del taman˜o finito (bordes). Para describir las propiedades o´pticas
del medio, se define el ı´ndice de refraccio´n complejo como una nueva funcio´n de respuesta.
Nˆ = n+ iκ =
[
ǫ1µ1 + i
4πµ1σ1
ω
] 1
2
= [ǫˆµ1]
1
2 (2-47)
el valor del vector de onda complejo ~k = |k|kˆ se transforma en
|k| = ω
c
|N | = ω
c
(n+ iκ) (2-48)
donde el ı´ndice de refraccio´n real n y el coeficiente de extincio´n (o ı´ndice de atenuacio´n) κ
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esta´n completamente determinados por la conductividad σ1. permeabilidad µ1 y la constante
diele´ctrica ǫ1, mediante:
n2 =
µ1
2
{√
ǫ21 +
(
4πσ1
ω
)2
+ ǫ1
}
(2-49)
κ2 =
µ1
2
{√
ǫ21 +
(
4πσ1
ω
)2
− ǫ1
}
(2-50)
Estas dos importantes relaciones contienen toda la informacio´n acerca de la propagacio´n de
la onda electromagne´tica dentro del material, y sera´n utilizadas en los cap´ıtulos posteriores.
Las constantes o´pticas describen la propagacio´n de la onda y no pueden ser utilizados para
describir las propiedades del material. Para ω = 0 so´lo ǫ1, σ1, y µ1 esta´n definidas. La
constante diele´ctrica, permeabilidad, y la conductividad se dan en te´rminos de n y k:
n2 − κ2 = ǫ1µ1 ⇒ ParteReal (2-51)
2nκ = 4π
µ1σ1
ω
⇒ Parte imaginaria (2-52)
as´ı el ı´ndice de refraccio´n puede escribirse como:
Nˆ2 = µ1
[
ǫ1 + i
4πσ1
ω
]
= µ1ǫˆ ≈ i 4πµ1σˆ
ω
(2-53)
donde la aproximacio´n se asume para |ǫ1| ≫ 1. Es importarte resaltar que los componentes
real e imaginario de Nˆ , ǫˆ y σˆ no son independientes sino que esta´n conectados por las
expresiones de causalidad a trave´s de las relaciones de Kramers-Kroing.
S´ı Nˆ es escrita en te´rminos de su valor absoluto |Nˆ | = (n2 + k2) 12 y una fase φ de acuerdo
con Nˆ = |N | expiφ, entonces la diferencia de fase entre los campos ele´ctrico y magne´tico esta
dada por:
tanφ =
k
n
(2-54)
en un aislante perfecto o en el espacio libre para un tiempo dado por ejemplo, el campo
ele´ctrico y magne´tico esta´n en fase y φ = 0, ya que k = 0. Por otro lado en un metal t´ıpico
a bajas frecuencias σ1 >> σ2, aproximando n ≈ k, φ = 45o.
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Constante Diele´ctrica Conductividad Indice de Refraccio´n
ǫˆ σˆ Nˆ
=⇒ ǫˆ = ǫ1 + i ǫ2 ǫ1 = 1− 4πσ2ω ǫ1 = n
2−κ2
µ1
ǫ2 =
4πσ1
ω
=⇒ σ1 = ωǫ24π σˆ = σ1 + iσ2 σ1 = nκω2πµ1
σ2 = (1− ǫ1 ω4π ) σ2 =
(
1− n2−κ2
µ1
)
ω
4π
=⇒ n =
√√√√µ1
2
{√
ǫ21 + ǫ
2
2 + ǫ1
}
n =
√√√√µ1
2
{√
ǫ21 + ǫ
2
2 + ǫ1
}
Nˆ = n+ iκ
κ =
√
µ1
2
[√
ǫ21 + ǫ
2
2 − ǫ1
]
κ =
√
µ1
2
[√
ǫ21 + ǫ
2
2 − ǫ1
]
Basta con reemplazar los
valores de ǫ1,2 en te´rminos
de σ1,2
Tabla 2-1.: Relacio´n entre los para´metros materiales y las constantes o´pticas ǫˆ, σˆ y Nˆ .
2.3.2. Propagacio´n de la Onda Electromagne´tica
Ahora se discutira´ el significado de la parte real del ı´ndice de refraccio´n n atribuido a la
propagacio´n de la onda. S´ı el vector de onda |k| = ω
c
(n+ iκ) es reemplazado en la ecuacio´n
para ondas electromagne´ticas armo´nicas (2-40 - 2-41) , se observa que la parte real del vector
de onda se refieren a la longitud de onda en el medio mediante Re(k) = k = 2π
λ
. S´ı µ1 = 0
la longitud de onda λ en e medio esta dada por.
λ =
λ0
n
(2-55)
excepto en la vecindad de una l´ınea de absorcio´n fuerte (cuando n < 1 es posible en un
rango estrecho de frecuencia), este es ma´s pequen˜o que la longitud de onda en el vac´ıo λ0, y
la reduccio´n viene dada por el factor n.
Por otro lado la velocidad de fase es simplemente la relacio´n de frecuencia y el vector de
onda.
vfase =
ω
k
(2-56)
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mientras que la velocidad de grupo esta definida como:
vgrupo =
∂ω
∂k
(2-57)
la velocidad de fase vfase describe el movimiento del frente de onda, y la velocidad de grupo
vgrupo puede representarse como la velocidad del centro del paquete de ondas; en el vac´ıo
se cumple vfase = vgrupo = c. En general vfase =
c
n(ω)
puede utilizarse como la definicio´n
del ı´ndice de refraccio´n n. Experimentalmente la longitud de onda de ondas estacionarias es
usada para medir vfase.
Siempre n y k son ambos positivos, au´n para ǫ1 < 1; sin embargo de la definicio´n del indice
de refraccio´n n, este podr´ıa ser menor a 1 s´ı ǫ1 < 1− (πσ1ω )2. Para materiales con σ1 = 0, el
vector de onda k es real y se obtiene k = ω
c
(ǫ1µ1)
1
2 kˆ, con el ı´ndice de refraccio´n n dado por
la conocida relacio´n de Maxwell.
n = (ǫ1µ1)
1
2 (2-58)
(una cantidad real y > 1), en este caso el coeficiente de extincio´n κ = 0 desaparece. Por
otro lado para buenos metales a bajas frecuencias la contribucio´n diele´ctrica se torna menos
importante comparada a la contribucio´n de la conductancia σ1 ≫ |σ2| (o |ǫ1| ≪ ǫ2) y
entonces.
κ ≈ n ≈
[
2πσ1µ1
ω
] 1
2
=
[ǫ2µ1
2
] 1
2
(2-59)
2.3.3. Atenuacio´n de la Onda Electromagne´tica
Sustituyendo el vector de onda complejo (como se describio´ en la seccio´n anterior) en la
expresio´n para ondas armo´nicas y separando en partes real e imaginaria se obtiene:
E(r,t) = E0 e
iω(nc kˆ·r−t) e(−
ωκ
c
kˆ·r) (2-60)
Ahora se hace evidente que la parte real del vector de onda complejo k expresa una onda
viajera mientras que la parte imaginaria tiene en cuenta la atenuacio´n. El primer exponente
de esta ecuacio´n describe el hecho de que la velocidad de la luz (velocidad de fase) se reduce
a partir de su valor en el espacio libre c a c
n
. El segundo exponente da la amortiguacio´n de la
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onda, E(r) ∝ e−αr2 = e−
r
δ0 . Es lo mismo para los campos ele´ctricos y magne´ticos debido a que
sus vectores de onda k son los mismos. Las amplitudes de los campos se reducen por el factor
e−
2πκ
n por longitud de onda λ en el medio. Es posible definir un factor de escala de longitud
caracter´ıstica para la atenuacio´n de la radiacio´n electromagne´tica, como la distancia sobre
la cual el campo se reduce en el factor 1
e
(con e = 2,718) 2:
Figura 2-2.: Dependencia con la amplitud de una onda amortiguada como la descrita por
2-60 (linea continua). La envolvente e−
ωk
c
z se muestra por la linea de puntos.
Las l´ınea discontinua representan la onda armo´nica no-amortiguada ei
ωn
c
z.
siendo
δ0 =
(α
2
)−1
=
1
Im(k)
=
c
ωk
=
c
(2πωµ1)
1
2
[
(σ21 + σ
2
2)
1
2 + σ2
] 1
2
(2-61)
donde se ha usado la definicio´n para κ y la tabla de equivalencias para la transformacio´n en
el l´ımite ǫ1 ≈ −4πσ2ω . En el l´ımite de σ1 ≫ σ2; le ecuacio´n anterior se puede simplificar como:
δ0 =
[
c2
2πωµ1σ1
] 1
2
(2-62)
2Imagen tomada de [3]
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la denominada “”profundidad piel“” cla´sica de metales. Se debe tener en cuenta que por
definicio´n, δ0 es la longitud de amortiguamiento del campo ele´ctrico (o magne´tico) y no so´lo
una propiedad de superficie tal como se deduce por su nombre. La “profundidad de la piel”
es inversamente proporcional a la ra´ız cuadrada de la frecuencia y de la conductividad, por
lo que las ondas electromagne´ticas de alta frecuencia interactu´an con metales so´lo en una
capa superficial muy delgada.
Como se ve a partir de la definicio´n de “profundidad piel” 2-62, la penetracio´n del campo
depende de la parte imaginaria del vector de onda k al interior del material, por lo tanto
delta0 es tambie´n una medida del desplazamiento de fase, causado por el material. Mientras
que para los metales la expresio´n 2-62 es suficiente, sin embargo existen casos como el de los
aislantes o superconductores donde las fo´rmulas generales 2-61 se tienen que utilizar.
Complementario a el efecto piel δ0, es posible definir el coeficiente de absorcio´n α =
2
δ0
por
la ley de Lambert-Beer.
α = −1
I
dI
dr
(2-63)
para describir la atenuacio´n de la intensidad de la radiacio´n I(r) = Ioe
(−αr) que se propaga
en un medio que posee un coeficiente de extincio´n κ.
α =
2κω
c
=
4πκ
λ0
= 2Im[|k|] (2-64)
El coeficiente de absorcio´n de energ´ıa tiene las unidades del inverso de la longitud; α no es
un para´metro material fundamental, sin embargo se usa comu´nmente, ya que se puede medir
fa´cilmente y es intuitivamente entendible. Con k = 2πσ1µ1
(nω)
la ecuacio´n 2-64, se obtiene para
el coeficiente de absorcio´n.
α =
4πσ1µ1
nc
, (2-65)
implicando que, para n y µ1 constantes, la absorcio´n sera´ proporcional a la conductividad
σ1; es decir que materiales altamente conductores atenu´an la radiacio´n fuertemente.
2.4. Cambios de la Radiacio´n Electromagne´tica en una
Interface
A continuacio´n se aborda la cuestio´n de co´mo la propagacio´n de la radiacio´n electromagne´ti-
ca cambia en la frontera entre el espacio libre y un medio, o en general en la interfaz de
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dos materiales con diferentes constantes o´pticas Nˆ y Nˆ∗. Se asume el medio como infini-
tamente grueso (semi-infinito). La descripcio´n de los feno´menos conduce a los para´metros
o´pticos, tales como la reflectividad R, la capacidad de absorcio´n A, y la transmisio´n (o la
transmisividad) T de la radiacio´n electromagne´tica. Para´metros o´pticos como se entiende
aqu´ı son propiedad de la interfaz y que dependen de la frontera para su definicio´n. A estas
cantidades se puede acceder directamente por experimentos, so´lo depende de la configuracio´n
experimental utilizada y del rango espectral de intere´s, ya que uno es ma´s u´til para una des-
cripcio´n que otro. En esta seccio´n se definen estos para´metros, discutiremos su aplicabilidad,
y se establece la relacio´n entre ellos. En general, los experimentos tanto para la amplitud y
la fase de la radiacio´n reflejada y transmitida se pueden llevar a cabo, pero ma´s a menudo
so´lo cantidades relacionadas con la intensidad de la radiacio´n electromagne´tica (por ejemplo,
I = |E|2) son de intere´s pra´ctico o so´lo estos son accesibles.
2.4.1. Formulas de Fresnel para la Reflexion y Transmisio´n
Consideremos la propagacio´n de una onda electromagne´tica plana desde el vac´ıo (ǫ′1 =
µ′1, σ
′
1 = 0) a dentro de un material con ǫ1 y σ1 finitos. La superficie se encuentra en el
plano xy, mientras que el eje z es positiva en la direccio´n hacia el segundo medio, el plano de
la superficie se describe por el vector unitario ns normal a la superficie. Suponiendo, adema´s,
que la direccio´n de propagacio´n es el plano xz (plano de incidencia), como se muestra en la
figura (2-3) 3. Las ondas incidentes
Ei = E0i e
i(~ki·r−ωit) (2-66)
Hi = nki ×Ei (2-67)
llegan a la superficie en el a´ngulo ψi, el cual es el a´ngulo entre el vector ~ki y ns en el plano xz;
kˆ es el vector unitario en la direccio´n ~ki. Asi una parte de los campos ele´ctricos y magne´ticos
entran en el material, y esta porcio´n se puede escribir como:
Et = E0t e
i(~kt·r−ωtt) (2-68)
Ht =
(
ǫ1
µ1
) 1
2
nki × Et (2-69)
la porcio´n restante es reflejada fuera de la superficie y se escribe como:
Er = E0r e
i(~kr ·r−ωrt) (2-70)
Hr = nkr × Er (2-71)
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Figura 2-3.: Reflexio´n y refraccio´n de una onda electromagne´tica con el campo ele´ctrico E
perpendicular al plano de incidencia, el campo magne´tico H descansa en el
plano. En el plano xy en z = 0 existe una interface que separa dos medios,
cada uno caracterizado por para´metros materiales diferentes, los sub´ındices i, r
y t hacen referencia a incidente, reflejado y transmitido respectivamente
Mediante el uso de los sub´ındices i, r y t se hace expl´ıcitamente claro que todos los para´metros
se han cambiado en la interaccio´n con el material. En la frontera, las componentes normales
de D y B, as´ı como las componentes tangenciales de E y H, tienen que ser continuas 4:
[E0i + E0r − ǫ1E0t] · ns = 0 (2-72)
[(ki ×E0i) + (kr ×E0r)− (kt ×E0t)] · ns = 0 (2-73)
[E0i + E0r −E0t]× ns = 0 (2-74)[
(ki × E0i) + (kr × E0r)− 1
µ1
(kt × E0t)
]
· ns = 0 (2-75)
En la superficie (z = 0) la variacio´n espacial y temporal de todos los campos tienen que
obedecer estas condiciones de contorno; la frequencia y los factores de fase tienen que ser el
mismo para las tres ondas:
ωi = ωt = ωr = ω (2-76)
(ki · r)z=0 = (kt · r)z=0 = (kr · r)z=0 (2-77)
3Imagen tomada de [3]
4Imagen tomada de [3]
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Figura 2-4.: Reflexio´n y refraccio´n de una onda electromagne´tica con el campo ele´ctrico
E paralelo al plano de incidencia, el campo magne´tico H es perpendicular al
plano. En el plano xy en z = 0 existe una interface que separa dos medios,
cada uno caracterizado por para´metros materiales diferentes, los sub´ındices i, r
y t hacen referencia a incidente, reflejado y transmitido respectivamente
De la u´ltima ecuacio´n vemos que tanto las ondas reflejadas y refractadas se encuentran en el
plano de incidencia, adema´s Nˆi sin (ψi) = Nˆt sin (ψt) = Nˆr sin (ψr). Dado que Nˆi = Nˆr = Nˆ
∗
(la onda viaja a trave´s del mismo material), se encuentra con el hecho bien conocido que
el a´ngulo de reflexio´n es igual al a´ngulo de incidencia: ψr = ψi. Fijando Nˆt = Nˆ , la ley de
Snell para el a´ngulo de refraccio´n queda como:
sin (ψi)
sin (ψt)
=
Nˆ
Nˆ ′
(2-78)
que establece que el a´ngulo de la radiacio´n transmitida ψt dentro del medio se hace ma´s
pequen˜o tanto como el ı´ndice de refraccio´n incremente 5. Para σ1 6= 0, vemos que formalmente
sin (ψt) es complejo debido a que el ı´ndice de refraccio´n Nˆ tiene una parte imaginaria, lo
que indica que la onda es atenuada. Aunque el a´ngulo φt esta´ determinado u´nicamente por
la parte real de los ı´ndices de refraccio´n, adema´s la notacio´n compleja expresa el hecho de
que la onda experimenta una atenuacio´n diferente al pasar a trave´s de la interfaz. Como se
5El a´ngulo se mide con respecto a la incidencia normal, en contraste con la ecuacio´n de Bragg, donde el
a´ngulo se mide comu´nmente con respecto a la superficie.
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menciono´ anteriormente, se supone que n′ = 1 y k′ = 0, es decir, Nˆ ′ = 1 (la onda viaja en
el vac´ıo antes de golpear el material), por lo tanto la ley de Snell se puede reducir a:
sin (ψi)
sin (ψt)
=
Nˆ
Nˆ ′
= (n+ i k) =
[
ǫ1µ1 + i
4πµ1σ1
ω
] 1
2
con Nˆ ′ = 1 (2-79)
Hay dos casos que se distinguen. En primer lugar, el campo ele´ctrico es normal al plano
de incidencia figura (2-3), y por lo tanto paralelo a la superficie del material; en segundo
lugar, el campo ele´ctrico se encuentra en el plano de incidencia figura (2-4) 6. Es de sen˜alar
que se usa la convencio´n Verdet, que se refiere al sistema de coordenadas de los vectores de
onda 7. En el caso cuando el vector ele´ctrico es perpendicular al plano de incidencia para las
ecuaciones (2-72) y (2-75), tenemos:
E0i + E0r − E0t = 0 (2-80)
(E0i − E0r) cos (ψi)−
(
ǫ1
µ1
) 1
2
E0t cos (ψt) = 0 (2-81)
E0t
E0i
=
2 cos (ψi)
cos (ψi) +
(
ǫ1
µ1
) 1
2
cos (ψt)
y cos (ψt) =

 Nˆ2Nˆ ′ 2︸︷︷︸
1
− sin2 (ψi)


1
2
(2-82)
Esto produce las conocidas fo´rmulas de Fresnel para Ei perpendicular al plano de incidencia;
as´ı los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n complejos son:
tˆ⊥ =
E0t
E0i
=
2µ1 cos (ψi)
µ1 cos (ψi) + (Nˆ2 − sin2 (ψi)) 12
(2-83)
rˆ⊥ =
E0r
E0i
=
µ1 cos (ψi)− (Nˆ2 − sin2 (ψi)) 12
µ1 cos (ψi) + (Nˆ2 − sin2 (ψi)) 12
(2-84)
Ahora,s´ı el vector ele´ctrico Ei se encuentra sobre el plano de incidencia, para las ecuaciones
(2,72), (2,74) y (2,75) tenemos:
6Imagen tomada de [3]
7Una perspectiva diferente (convencio´n de Fresnel) se refiere al sistema de coordenadas de la superficie de
la muestra en lugar de a los vectores de campo
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(E0i − E0r) cos (ψi)− E0t cos (ψt) = 0 (2-85)
(E0i + E0r)−
(
ǫ1
µ1
) 1
2
E0t = 0 (2-86)
E0t
E0i
=
2 cos (ψi)(
ǫ1
µ1
) 1
2
cos (ψi) + cos (ψt)
y cos (ψt) =

 Nˆ2Nˆ ′ 2︸︷︷︸
1
− sin2 (ψi)


1
2
(2-87)
Esto produce las fo´rmulas de Fresnel para Ei paralelo al plano de incidencia:
tˆ‖ =
E0t
E0i
=
2µ1Nˆ cos (ψi)
Nˆ2 cos (ψi) + µ1 (Nˆ2 − sin2 (ψi)) 12
(2-88)
rˆ‖ =
E0r
E0i
=
Nˆ2 cos (ψi)− µ1 (Nˆ2 − sin2 (ψi)) 12
Nˆ2 cos (ψi) + µ1 (Nˆ2 − sin2 (ψi)) 12
(2-89)
Estas formulas para los coeficientes, son validas au´n cuando Nˆ es complejo. As´ı para cubrir el
caso general de una interface entre dos medios con todos sus para´metros materiales diferentes
de 1; basta reemplazar en las formulas de Fresnel (Nˆ ⇒ Nˆ
Nˆ ′
) y (µ1 ⇒ µ1µ′1 ), retornando de esta
forma valores diferentes de 1 al primer medio (descrito por los para´metros primados Nˆ ′).
2.4.2. Reflectancia y Transmitancia para Incidencia Normal
En la configuracio´n especial de incidencia normal figura (2-5) (ψi = ψt = ψr = 0), la dis-
tincio´n entre los dos casos para el campo ele´ctrico, paralelo y perpendicular al plano de
incidencia, se convierte en irrelevante figuras (2-3) y (2-4). El vector de onda ~k es perpendi-
cular a la superficie, mientras que E y H apuntan en las direcciones x y y, respectivamente
2.4.2 8. Con el fin de satisfacer las condiciones de frontera, las componentes tangenciales de
E y H deben ser continuas a trave´s de la frontera (o interface), las amplitudes incidentes
(E0i,H0i), transmitidas (E0t,H0t), y reflejadas (E0r,H0r) de las ondas son:
E0t = E0i + E0r (2-90)
H0t = H0i −H0r (2-91)
8Imagen tomada de [3]
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Figura 2-5.: Onda ele´ctrica incidente Ei, reflejada Er y transmitida Et viajando de forma
normal ala interface entre dos medios. El cambio de longitud de onda λ > λ′
indica que ǫ1 < ǫ
′
1, asumiendo que µ1 = µ
′
1. Las amplitudes de las ondas refle-
jadas y trasmitidas, as´ı como la diferencia de fase dependen de las propiedades
o´pticas de los medios.
empezando con la definicio´n general para los campos (armo´nica) ecuaciones 2-40, 2-41 y
la definicio´n para |k| = Nˆ ω
c
, para el lado derecho del plano xy, los campos ele´ctricos y
magne´ticos en un medio diele´ctrico (µ1 = 1) esta´n dados por:
Ex (z,t) = E0t e
[iω(Nˆ zc−t)] (2-92)
Ey (z,t) =
√
ǫ1E0t e
[iω(Nˆ zc−t)] (2-93)
mientras que para el lado izquierdo (de la interface), en le vac´ıo (ǫ′1 = µ
′
1 = 1, σ
′
1 = 0)
Ex (z,t) = E0i e
[iω(Nˆ zc−t)] + E0r e
[iω(− zc−t)] (2-94)
Ey (z,t) = E0i e
[iω(Nˆ zc−t)] − E0r e[iω(−
z
c
−t)] (2-95)
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a partir de ( ∂
∂z
= −1
c
∂
∂t
Hy), aplicada a las ecuaciones 2-93 y 2-95 en z = 0, se obtiene:
Nˆ E0t = E0i − E0r (2-96)
si se combina esta ecuacio´n con 2-90, se obtiene:
E0t = E0i + E0r
Nˆ E0t = E0i −E0r
Nˆ(E0i + E0r) = −E0r − NˆE0r
E0r
E0i
= rˆ = rˆ|| = −rˆ⊥ = 1− Nˆ
1 + Nˆ
(2-97)
para el coeficiente de reflexio´n complejo rˆ, se tiene
rˆ =
E0r
E0i
=
1− Nˆ
1 + Nˆ
= |rˆ| e(iφr) (2-98)
Se debe tener en cuenta que so´lo se considero µ′1 = µ1 = 1. El desplazamiento de fase φr
es la diferencia entre las fases de la ondas reflejadas e incidentes. En forma general, en la
interface entre dos medios (Nˆ 6= 1 y Nˆ ′ 6= 1) se obtiene
rˆgen =
Nˆ ′ − Nˆ
Nˆ ′ + Nˆ
(2-99)
con un cambio de fase
φr = arctan
[
2 (κ′n− κn′)
n′ 2 + κ′ 2 − n2 − κ2
]
(2-100)
Aqu´ı φr ⇒ π s´ı (crudamente hablando) Nˆ > Nˆ ′; esto significa que para incidencia normal
la onda sufre un cambio de fase de 180o despue´s de una reflexio´n en un medio ma´s denso
o´pticamente (definido por el ı´ndice de refraccio´n); φr ⇒ 0 s´ı (n′2 + κ′2 > n2 + κ2). Durante
un experimento la potencia reflejada por lo general se observa y la informacio´n de fase se
pierde, tomando el valor absoluto de la cantidad compleja |Eˆ|2 = E20 . La reflectividad R
se define como la relacio´n entre el tiempo promedio de flujo de energ´ıa reflejada desde la
superficie Sr = (
c
4π
) |E0r ×H0r| para el flujo incidente Si = ( c4π ) |E0i ×H0i|. Sustituyendo
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los campos ele´ctricos y magne´ticos dadas por las ecuaciones 2-66 y 2-70 en la definicio´n del
vector de Poynting S =
(
c
4π
)
(E×H)
R =
Sr
Si
=
|E0r|2
|E0i|2 = |rˆ|
2 = |1− Nˆ
1 + Nˆ
|2 = (1− n)
2 + κ2
(1 + n)2 + κ2
(2-101)
para Nˆ ′ = 1. Correspondiente a la reflectividad, el cambio de fase de la onda reflejada φr
esta dado por la ecuacio´n 2-100:
tan (φr) =
−2κ
1− n2 − κ2 (2-102)
Para un material diele´ctrico sin perdidas (κ⇒ 0), la reflectividad es unicamente determinada
por el ı´ndice de refraccio´n:
R =
(
1− n
1 + n
)2
con (Nˆ ′ 6= 1) R =
(
n′ − n
n′ + n
)2
(2-103)
y puede acercarse a la unidad si n es grande, entonces tan (φr) = 0. Ambos para´metros R
y φr tambie´n se pueden expresar en te´rminos de la conductividad compleja σˆ = σ1 + i σ2
mediante el uso de las relaciones que figuran en la Tabla 2.1; s´ı σ1 ≫ |σ2|, la reflectividad es
grande (R⇒ 1) y la fase φr se aproxima a π. El coeficiente de transmisio´n tˆ para una onda
electromagne´tica que pasa a trave´s de la frontera se escribe como:
tˆ =
E0t
E0i
=
2N ′
N +N ′
= |tˆ| e(iφt)︸ ︷︷ ︸
forma compleja
(2-104)
φt = arctan
[
nκ′ − n′κ
nn′ − n2 + κκ′ + κ′ 2
]
= arctan
−κ
n+ 1︸ ︷︷ ︸
Nˆ ′=1
(2-105)
es el cambio de fase de la onda incidente transmitida, de nuevo se ha asumido el caso Nˆ ′ = 1
para el segundo resultado. La potencia transmitida en el medio viene dada por la relacio´n
entre el tiempo promedio de transmisio´n de flujo de energ´ıa St = (
c
4π
)|E0t × H0t| para el
flujo incidente de Si. Con las ecuaciones 2-66 y 2-68 se obtiene la llamada transmisividad (a
menudo llamada simplemente transmisio´n)
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T =
St
Si
=
√
ǫ1
|E0t|2
|E0i|2 =
√
ǫ1 |tˆ|2 = 4n
(n+ 1)2 + κ2
= 1−R (2-106)
Es importante tener en cuenta que |tˆ|2 6= 1− |rˆ|2 debido a los campos modificados y por lo
tanto la densidad de energ´ıa en el interior del material. Sin embargo, para el caso de medios
diele´ctricos que no presentan perdida (κ⇒ 0) y con Nˆ ′ 6= 1, la transmisio´n puede escribirse
como:
T =
St
Si
=
√
ǫ1√
ǫ′1
|E0t|2
|E0i|2 =
n
n′
|tˆ|2 = 4nn
′
(n+ n′)2
(2-107)
3. Metodo de la Matriz de Transferencia
En el presente capitulo se presenta y discute un me´todo matema´tico para el ana´lisis de la
propagacio´n de ondas en sistemas uni-dimesionales. El me´todo descrito usa la matriz de
transferencia y es comu´nmente conocido como el me´todo de la matriz de transferencia [8]. El
me´todo de la matriz de transferencia puede ser usado para el ana´lisis de la propagacio´n de
ondas de part´ıculas cua´nticas como electrones, ondas electromagne´ticas, acu´sticas y ondas
ela´sticas. Una vez esta te´cnica es desarrollada para un tipo de ondas puede ser extendido
fa´cilmente a otros problemas de propagacio´n.
Primero se tratara´ la dispersio´n para un potencial arbitrario uni-dimensional. Usualmente
se escriben las amplitudes de las ondas del lado izquierdo del potencial en te´rminos de las
del lado derecho, esto define la la matriz de transferencia M. Debido a que se trabaja en
sistemas uni-dimensionales la onda en ambos lados del potencial posee dos componentes uno
moviendose hacia la derecha y otro moviendose hacia la izquierda. Por consiguiente la matriz
de transferencia M es una matriz de 2× 2.
La matriz de dispersio´n S (2× 2) tambie´n sera´ presentada, esta describe las ondas salientes
o dispersadas en te´rminos de las ondas incidentes.
Una vez la matriz de transferencia es calculada para un potencial, esta se puede extender para
el ca´lculo anal´ıtico de la matriz de transferencia de N potenciales ide´nticos. De acuerdo como
el nu´mero de potenciales se incrementa, las ondas viajeras dan origen a bandas, mientras que
las ondas estacionarias o ligadas dan lugar a los gaps en el espectro de energ´ıa del sistema.
La apariencia de bandas y gaps es una caracter´ıstica comu´n de la propagacio´n de ondas en
medios perio´dicos.
3.1. Un experimento de Dispersio´n
Para iniciar el estudio del feno´meno de dispersio´n, se revisara el problema mas sencillo de
la meca´nica cua´ntica, el cual se refiere a la propagacio´n uni-dimensional de un electro´n en
presencia de un potencial localizado. El movimiento de la part´ıcula cua´ntica de masa m en
presencia del potencial V(x) uni-dimensional esta gobernado por la ecuacio´n de Schro¨dinger.
h¯2
2m
∂Ψ(x)
∂x
+ [V(x) −E]Ψ(x) = 0 (3-1)
donde Ψ(x) es la funcio´n de onda y E la energ´ıa del electro´n.
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Figura 3-1.: Experimento t´ıpico de dispersio´n, las ondas incidentes Ψ+L y Ψ
−
R son dispersadas
por la barrera (muestra), las ondas salientes Ψ−L y Ψ
+
R consisten en ondas
transmitidas a trave´s del potencial y reflejadas por este.
En la ausencia de un potencial, el electro´n se comporta como una onda que viaja en una
direccio´n particular. En presencia de un potencial, el intere´s se centra en saber como la
propagacio´n del electro´n cambia. Puede el electro´n reflectarse hacia atra´s de la barrera?,
puede el electro´n pasar a trave´s del potencial?. Estas preguntas ilustran algunos efectos
cua´nticos que no se presentan en f´ısica cla´sica.
Por simplicidad se asume que el potencial V(X) es diferente de cero u´nicamente dentro de
una regio´n finita.
V(x) =
{
V(x) para 0 ≤ x ≤ l
0 para x < 0x > l
}
(3-2)
As´ı un electro´n que se acerque a la muestra representada por el potencial V(x) por izquierda
o por derecha sera´ dispersado. La dispersio´n significa que el electro´n puede ser reflectado
hacia atra´s o puede transmitirse a trave´s del potencial. De esta forma es posible medir las
amplitudes de transmisio´n t y reflexio´n r, de las cuales se extrae informacio´n acerca de las
propiedades f´ısicas de la muestra.
Se asume que la ecuacio´n de Schro¨dinger es la solucio´n fuera del potencial, es conocida y
puede ser escrita como la superposicio´n de ondas planas.
ΨL(x) = Ψ
+
L(x) +Ψ
−
L(x), x ≤ 0 (3-3)
ΨR(x) = Ψ
+
R(x) +Ψ
−
R(x), x ≥ 0 (3-4)
donde los sub´ındices L (izquierda) y R (derecha) por sus siglas en ingle´s hacen referencia
a la posicio´n de la part´ıcula con respecto a la regio´n del potencial, y los super´ındices +(−)
determinan la direccio´n de propagacio´n: + significa que el electro´n se propaga en la direccio´n
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positiva (de izquierda a derecha) y − significa que el electro´n se mueve de derecha a izquier-
da. Entonces Ψ+
L(x) es la funcio´n de onda del electro´n en la parte izquierda de la muestra
propagandose hacia la derecha, por consiguiente se esta acercando a la muestra. De esta
forma Ψ+
L(x) se le llama la onda incidente, por otro lado Ψ
−
L(x) corresponde a la funcio´n de
onda del electro´n propagandose fuera de la muestra hacia el lado izquierdo.
Los componentes de la funcio´n de onda pueden ser expresados como:
Ψ+
L(x) = A.e
ıqx , Ψ−
L(x) = B.e
−ıqx
Ψ+
R(x) = C.e
ıqx , Ψ−
R(x) = D.e
−ıqx (3-5)
donde q es el vector de onda relacionado a la energ´ıa E del electro´n a trave´s de la relacio´n
de dispersio´n E = Eq que determina las propiedades f´ısicas del electro´n en la regio´n fuera
de la muestra. Para garantizar la propagacio´n de la onda plana asociada a la part´ıcula en
las regiones externas al potencial, se requiere que estas sean invariables bajo translaciones.
En el caso ma´s simple estas regiones se representan como espacio libre. Entonces q = k y k
relaciona la energ´ıa de la part´ıcula libre como:
E =
h¯2k2
2m
(3-6)
3.2. Matriz de Transferencia y Matriz de Dispersio´n
La solucio´n general Ψ(x) de la ecuacio´n de Schrodinger debe ser una funcio´n continua de
la posicio´n. Lo mismo debe cumplirse para su primer derivada Ψ′(x), este requerimiento es
indispensable si se quiere analizar las componentes de dicha funcio´n en las fronteras del
potencial V(x) procedimiento necesario para determinar las amplitudes de transmisio´n y
reflexio´n. Estableciendo la continuidad de la funcio´n sobre el potencial se tiene:
ΨL(x=0−) = Φ(x=0+) para la derivada
∂ΨL(x)
∂x
|x=0− = ∂Φ(x)∂x |x=0+ (3-7)
sobre la frontera izquierda del potencial, y
ΨR(x=l+) = Φ(x=l−) para la derivada
∂ΨR(x)
∂x
|x=l+ = ∂Φ(x)∂x |x=l− (3-8)
sobre la frontera derecha del potencial. Donde Φ(x) es la solucio´n de la ecuacio´n de Schro¨ndin-
ger dentro de la regio´n del potencial.
En principio es posible resolver la ecuacio´n de Schro¨dinger y encontrar expresiones expl´ıcitas
para las funciones de onda en cualquier posicio´n x incluyendo la regio´n del potencial. Sin em-
bargo esto es posible en muy pocos casos especiales, debido a que la ecuacio´n de Schro¨dinger
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no posee solucio´n anal´ıtica para un potencial arbitrario V(x). En muchos casos es suficiente
con conocer u´nicamente la forma de la funcio´n de onda fuera de la regio´n del potencial. Este
problema es mucho mas fa´cil ya que se considera la funcio´n de onda como la superposicio´n
de ondas planas, no obstante es necesario estimar los coeficientes (A − D) definidos en las
ecuacio´n (3-5), esto es posible de hacerse s´ı se conoce la parte derecha de las ecuaciones
(3-7) y (3-8). As´ı la funcio´n de onda fuera del potencial esta totalmente determinada por los
cuatro para´metros que describen las propiedades de la dispersio´n del potencial.
En general, las relaciones lineales entre las ondas entrantes y salientes pueden ser escritas
como:
(
Ψ−
L(x=0)
Ψ+
R(x=l)
)
= S
(
Ψ+
L(x=0)
Ψ−
R(x=l)
)
(3-9)
donde la matriz S expresada como
S =
(
S11 S12
S21 S22
)
(3-10)
corresponde a la matriz de dispersio´n. Por definicio´n la matriz de dispersio´n S relaciona
las ondas salientes con las ondas entrantes, sus elementos caracterizan completamente las
propiedades de dispersio´n y transmisio´n de un potencial un´ı-dimensional V(x). As´ı mismo es
posible definir la matriz de transferencia M por la relacio´n.(
Ψ+
R(x=l)
Ψ−
R(x=l)
)
=M
(
Ψ+
L(x=0)
Ψ−
L(x=0)
)
(3-11)
La matriz M expresa los coeficientes de la funcio´n de onda del lado derecho del potencial en
te´rminos de los coeficientes de la funcio´n de onda del lado izquierdo.
Mientras que la representacio´n en te´rminos de la matriz de dispersio´n S puede generalizarse
para sistemas de tres dimensiones, el enfoque de la matriz de transferencia es ma´s apropiado
para el ana´lisis de sistemas un´ı-dimensionales. Sin embargo las propiedades f´ısicas de la
dispersio´n son formuladas ma´s fa´cilmente mediante la matriz S.
Comparando las ecuaciones (3-9) y (3-11) es posible relacionar los elementos de la matriz de
transferencia M en te´rminos de los elementos de la matriz de dispersio´n S.
Las ecuaciones matriciales (3-9) y (3-10) se pueden expresar expl´ıcitamente como:
Ψ−L = S11Ψ
+
L + S12Ψ
−
R (3-12)
Ψ+R = S21Ψ
+
L + S22Ψ
−
R (3-13)
Ψ+R = M11Ψ
+
L +M12Ψ
−
L (3-14)
Ψ−R =M21Ψ
+
L + S22Ψ
−
L (3-15)
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despejando Ψ−R de (3-12)
Ψ−R =
1
S12
Ψ−L −
S11
S12
Ψ+L (3-16)
e insertando en (3-13), se obtiene
Ψ+R =
[
S21 − S11S22
S12
]
Ψ+L +
S22
S12
Ψ−L (3-17)
Ahora comparando las ecuaciones (3-14) con (3-16) y (3-15) con (3-17) se deduce:
M11 = S21 − S11S22S12 M12 = S22S12
M21 = −S11S12 M22 = 1S12
(3-18)
Las ecuaciones (3-18) son equivalentes a los elementos de la matriz M de tal forma que:
M =
(
M11 M12
M21 M22
)
=
(
S21 − S11S22S12 S22S12
−S11
S12
1
S12
)
(3-19)
equivalentemente es posible expresar los elementos de la matriz de dispersio´n S en te´rminos
de los elementos de la matriz de transferencia como:
S =
(
−M21
M22
1
M22
M11 − M12M21M22 M12M22
)
(3-20)
Las matrices de dispersio´n S y transferencia M utilizadas de la forma descrita en las ecua-
ciones superiores, pueden ser reducidas estableciendo simetr´ıas en problemas f´ısicos dados,
de esta forma es posible eliminar el nu´mero de para´metros independientes.
3.3. Amplitudes de Transmisio´n y Reflexio´n
Una vez descritas la matrices de transferencia y dispersio´n, es preciso encontrar el signifi-
cado f´ısico de sus elementos. Para esto es necesario fijar la atencio´n sobre el experimento
propuesto en la seccio´n (3.1), en el cual se considera una part´ıcula aproximandose a la mues-
tra (potencial) desde la derecha, para el caso en que ninguna part´ıcula se acerque desde la
izquierda se tiene:
Ψ+L = 0 (3-21)
36 3 Metodo de la Matriz de Transferencia
es preciso normalizar la onda incidente como |Ψ−R|2 = 1. De la ecuacio´n (3-9) es posible
obtener la onda transmitida Ψ−L como:
Ψ−
L(x=0) = S12Ψ
−
R(x=l) donde S12 =
Ψ−L
Ψ−R
= t (3-22)
y para la onda reflejada Ψ+
L(x+l) esta dada por
Ψ+
R(x=l) = S22Ψ
−
R(x=l) donde S22 =
Ψ+r
Ψ−R
= r (3-23)
donde el elemento S12 es llamado la amplitud de transmisio´n t y S22 la amplitud de reflexio´n
r, de acuerdo con las ecuaciones (3-22) y (3-23).
De igual forma si se considera el mismo experimento pero esta vez con ondas incidentes
u´nicamente desde el lado izquierdo del potencial se obtiene r′ = S11 para la amplitud de
reflexio´n y t′ = S21 para la amplitud de transmisio´n de izquierda a derecha. A partir de lo
anteriormente descrito es posible expresar la matriz de dispersio´n S en la forma:
S =
(
r′ t
t′ r
)
(3-24)
por otro lado usando la relacio´n entre la matriz de dispersio´n y la matriz de transferencia
ecuacio´n (3-20) es posible expresar la matriz de transferencia como:
M =
(
t′ − rr′
t
r
t
− r′
t
1
t
)
(3-25)
Los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n esta´n definidos como la probabilidad que la
part´ıcula se transmita o se refleje:
T = |t|2 y R = |r|2 (3-26)
donde es posible demostrar de acuerdo a las propiedades de simetr´ıa de la matriz de dispersio´n
que:
|r| = |r′| y |t| = |t′| (3-27)
as´ı mismo a partir de la conservacio´n de la densidad de corriente para el caso cua´ntico se
tiene:
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|t|+ |r| = 1 y |t′|+ |r′| = 1 (3-28)
que no significa ma´s que la conservacio´n de la energ´ıa como principio f´ısico, para el caso en
que la muestra (potencial) no presenta absorcio´n (perdidas) o fuentes, el electro´n que incide
so´lo podra´ ser reflejado hacia atra´s de la barrera o transmitido a trave´s de ella.
3.4. Propiedades de la Matriz de transferencia
La matriz de transferencia permite estudiar las propiedades de la muestra (potencial) a
trave´s de experimentos de dispersio´n. Lejos de la muestra se prepara una onda plana con
vector de onda ~q y se mide como esta onda se transmite a trave´s del potencial. De esta
manera el coeficiente de transmisio´n T , reflexio´n R y todos los elementos de las matrices M
y S son funciones de ~q. As´ı es posible descubrir las propiedades del sistema a partir de su
respuesta a un experimento de dispersio´n o transmisio´n. Por otro lado se hace evidente que
tanto la transmitancia como la reflectancia dependera´n de la energ´ıa de la onda o part´ıcula
incidente.
La matriz de transferencia M depende de las propiedades de todo el sistema representado
por el potencial (para el caso cua´ntico) V(x) y de los dos medios a la izquierda y derecha del
mismo. Cualquier cambio en las propiedades f´ısicas de las regiones vecinas a la muestra (po-
tencial) implica un cambio en la matriz de transferencia. Una de las propiedades de simetr´ıa
ma´s importantes de la matriz de transferencia se deriva de considerar los medios circundantes
de iguales propiedades, para esto se define que la muestra (potencial) se encuentra inmersa
en un medio, as´ı su determinante siempre tendra´ el valor de 1 y para medios exteriores con
caracter´ısticas diferentes el valor del determinante toma otros valores.
3.4.1. Multiplicacio´n de Matrices de Transferencia
Para demostrar la propiedad de la multiplicacio´n o composicio´n de matrices, se considera
un experimento un poco ma´s complicado en el cual una part´ıcula es dispersada por dos
muestras (potenciales) individuales. La primera muestra es dada por el potencial V1(x), loca-
lizado en (a < x ≤ b), y la segunda muestra es determinada por el potencial V2(x), localizado
en (b ≤ x < c). El problema de transmisio´n y reflexio´n a trave´s de este sistema puede ser
tratado de dos formas: la primera es utilizando las matrices de transferenciaM1 yM2 las cua-
les determinan las propiedades de dispersio´n de los potenciales V1(x) y V2(x) por separado, la
segunda es considerando un potencial V12(x) definido en el intervalo (a ≤ x ≤ c) y usar la ma-
triz de transferencia correspondiente M12. F´ısicamente es claro que los resultados obtenidos
de los dos procedimientos debera´n ser el mismo. Esto indica que la matriz de transferencia
M12 esta completamente determinada por los elementos de las matrices de transferencia M1
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y M2. Para derivar la relacio´n entre las matrices de transferencia, es necesario expresar la
funcio´n de onda en las tres regiones.
ΨL(x) = Ψ
+
L(x) +Ψ
−
L(x) =⇒ x ≤ a (3-29)
Ψ(x=b) = Ψ
+
(b) +Ψ
−
(b) =⇒ x ≡ a (3-30)
ΨR(x) = Ψ
+
R(x) +Ψ
−
R(x) =⇒ x ≥ a (3-31)
as´ı de la definicio´n de matriz de transferencia M ecuacio´n (3-11).
(
Ψ+(b)
Ψ−(b)
)
=M1
(
Ψ+
L(a)
Ψ−
L(a)
)
(3-32)
(
Ψ+
R(c)
Ψ−
R(c)
)
=M2
(
Ψ+(b)
Ψ−(b)
)
(3-33)
si se combinan la ecuaciones (3-32) y (3-33) se obtiene.
(
Ψ+
R(c)
Ψ−
R(c)
)
=M1M2
(
Ψ+
L(a)
Ψ−
L(a)
)
(3-34)
como se discutio´ anteriormente el sistema se puede considerar por entero como el represen-
tado por la matriz de transferencia M12, as´ı puede re-escribirse la ecuacio´n (3-34).
(
Ψ+
R(c)
Ψ−
R(c)
)
=M12
(
Ψ+
L(a)
Ψ−
L(a)
)
(3-35)
si se compara la ecuacio´n (3-34) y la ecuacio´n (3-35) es posible obtener la ley de composicio´n
M12 =M2M1 (3-36)
Debido a que la matriz M12 es la matriz de transferencia del sistema total, sus elementos
determinan las amplitudes de transmisio´n y reflexio´n para el sistema total, en te´rminos de
los elementos de las matrices que constituyen el sistema. As´ı calculando la amplitud de
transmisio´n t12 para un electro´n que se aproxima al sistema desde la derecha y usando la
expresio´n expl´ıcita (3-25) determinada en la seccio´n anterior se obtiene:
M =
(
t′12 − r12r
′
12
t12
r12
t12
− r′12
t12
1
t12
)
(3-37)
=
(
t′2 − r2r
′
2
t2
r2
t2
− r′2
t2
1
t2
)(
t′1 − r1r
′
1
t1
r1
t1
− r′1
t1
1
t1
)
(3-38)
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de la multiplicacio´n matricial es posible determinar.
t−112 = t
−1
2 t
−1
1 − t−12 r′2r1t−11 (3-39)
que puede escribirse en la forma:
t12 = t1 [1− r′2r1]−1 t2 (3-40)
la interpretacio´n f´ısica de la amplitud de transmisio´n determinada arriba, se puede entender
mejor expandiendo en serie de potencias la parte derecha de la ecuacio´n (3-40).
t12 = t1 [1 + r
′
2r1 + r
′
2r1r
′
2r1 + · · · ]−1 t2 (3-41)
Tabla 3-1.: Significado f´ısico de los para´metros de la matriz de transferencia M y matriz
de dispersio´n S
Elemento Descripcio´n
t transmisio´n de una onda propagandose de derecha a izquierda
r reflexio´n de una onda incidente desde la derecha
t′ transmisio´n de una onda propagandose de izquierda a derecha
r′ reflexio´n de una onda incidente desde la izquierda
Se observa como la amplitud de transmisio´n t12 esta dada por la suma de las contribuciones
de todos los posibles caminos a trave´s de las regiones de los dos potenciales (muestras) V1
y V2. Por otro lado el primer te´rmino t1t2 de (3-41) representa la transmisio´n a trave´s de
los dos potenciales, el segundo te´rmino t1r
′
2r1t2 corresponde al camino del electro´n cuando
pasa a trave´s del segundo potencial (t2), es reflejado hacia atra´s desde el segundo potencial
(r1) y despue´s reflejado desde el segundo potencial (r
′
2), finalmente pasa a trave´s del primero
de ellos (t1). Los te´rminos superiores en la ecuacio´n (3-41) contiene potencias superiores de
(r′2r1)
n = r′2r1r
′
2r1 · · · El ene´simo termino corresponde a la trayectoria en la cual el electro´n
es n-veces dispersado entre los potenciales 1 y 2 antes que este pase a trave´s de la segunda
muestra y escape a la izquierda.
De la misma forma es posible derivar una expresio´n para la amplitud de reflexio´n como:
−t−112 r′12 = −t−12 r′2(t′1 − r1t−11 r′1)− t−12 t−11 r′1 (3-42)
= t−12 r
′
2t
′
1 + t
−1
2 [r
′
2r1 − 1] t−11 r′1 (3-43)
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ahora multiplicando por −t12 = t1[1− r′2r1]−1t2 se obtiene:
r′12 = r
′
1 + t1[1− r′2r1]−1r′2t′1 (3-44)
es de resaltar que de acuerdo con la tabla (3-1), r′12 corresponde a la amplitud de reflexio´n
para la part´ıcula que se aproxima al potencial desde la izquierda y es reflejado hacia atra´s
en la misma direccio´n.
La amplitud de reflexio´n tambie´n posee contribuciones de un infinito nu´mero de trayectorias.
El primer te´rmino en la ecuacio´n 3-44 es justamente la reflexio´n del primer potencial, todos
los dema´s te´rminos representan trayectorias en las cuales el electro´n se transmite a trave´s
del primer potencial, luego es n-veces reflejado entre los dos potenciales y es finalmente
transmitido a trave´s del primer potencial (con amplitud de transmisio´n t1) y abandona el
sistema hacia la izquierda.
4. Transmisio´n en Medios Diele´ctricos
Una vez revisada la teor´ıa base en los cap´ıtulos anteriores, se da inicio a la descripcio´n de la
propagacio´n de la radiacio´n electromagne´tica abordando el problema de una onda incidente
sobre una barrera diele´ctrica localizada entre dos medios semi-infinitos del cual se quiere
calcular las amplitudes de transmisio´n y reflexio´n; primero se aborda el problema en la
forma tradicional (para incidencia normal) encontrando los coeficientes t y r, luego desde la
teor´ıa MMT se deriva una formula general para la matriz de transferencia de una barrera
teniendo en cuenta primero el caso de una interface individual, posteriormente se explican dos
feno´menos interesantes, transmisio´n resonante y efecto tu´nel de una onda electromagne´tica
a trave´s de una barrera de material el cual tiene una permitividad menor que la permitividad
del medio de inclusio´n.
El tratamiento aqu´ı descrito es de gran importancia puesto que es posible extrapolarlo a
muchas barreras, derivando as´ı lo que se conoce como un cristal foto´nico diele´ctrico un´ı-
dimesional.
4.1. Transmisio´n y Reflexio´n para una Barrera Diele´ctrica
Consideramos una barrera de ancho l incrustada entre dos medios semi-infinitos con ı´ndices
de refraccio´n n1, n2 y n3 respectivamente, sobre este sistema incide de forma normal una
onda electromagne´tica linealmente polarizada (E y B perpendiculares a la interface) [6]1. A
partir de esta configuracio´n se quieren determinar los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n.
Para el tratamiento de este problema definimos las regiones I, II y III y los campos dentro
de los mismas, como:
1Problema propuesto 7.2 Electrodinamica Cla´sica, J. D. Jackson, Editorial Alhambra, 1980 Madrid
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Region I
Ei = E1 e
i(~k1·~z−ωt) iˆ (4-1)
Bi =
c
ω
~k1 ×Ei (4-2)
Er = E1 e
i(−~k1·~z−ωt) iˆ (4-3)
Br = − c
ω
~k1 × Er (4-4)
(4-5)
Region II
En la regio´n dos se deben considerar reflexiones proveniente de la segunda interface (medio
n2 a medio n3).
Ei+r =
(
E2 e
i(~k2·~z) + E′2 e
−i(~k2·~z)
)
e−(iωt) iˆ (4-6)
Bi+r =
c
ω
~k2 ×
(
E2 e
i(~k2·~z) + E′2 e
−i(~k2·~z)
)
e−(iωt) jˆ (4-7)
Region III
Et = E3 e
i(~k3·~z−ωt) iˆ (4-8)
Ht =
c
ω
k3 ×E3 ei(k3·~z−ωt) jˆ (4-9)
Condiciones de Frontera
Para aplicar las condiciones de frontera, es posible hacerlo para t = 0 en z = 0, es decir sobre
la interface del medio (I - II), recordando las condiciones de frontera (capitulo anterior),
(
~D2 − ~D1
)
· nˆ︸ ︷︷ ︸
1
= 0
(
~E2 − ~E1
)
× nˆ︸ ︷︷ ︸
2
= 0
(
~B2 − ~B1
)
· nˆ︸ ︷︷ ︸
3
= 0
(
~B2 − ~B1
)
× nˆ︸ ︷︷ ︸
4
= 0
(4-10)
considerando que el plano de incidencia se encuentra sobre el plano xy, el vector normal
del plano es nˆ = kˆ, de esta forma utilizando las condiciones 4-10 de frontera para el campo
ele´ctrico E y magne´tico B, se tiene para z = 0.
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[
(E2 e
i(~k2·~z) + E ′2 e
−i(~k2·~z))− (E1 ei(~k1·~z) + E ′1 e−i(~k1·~z))
]
iˆ× kˆ |(z=0) = 0
E2 + E
′
2 = E1 + E
′
1 (4-11)
[
k2(E2 e
i(~k2·~z) −E ′2 e−i(~k2·~z))− k1 (E1 ei(~k1·~z) −E ′1 e−i(~k1·~z))
]
jˆ × kˆ |(z=0) = 0
E2 −E ′2 =
k1
k2
(E1 − E ′1) (4-12)
para la forntera z = l, se tiene,
[
E3 e
i(~k3·~z) − (E2 ei(~k2·~z) + E ′2 e−i(~k2·~z))
]
iˆ× kˆ |(z=l) = 0
E3 e
i(k3)l = E2 e
i(k2)l + E ′2 e
−i(k2)l) (4-13)
[
k3E3 e
i(~k3·~z) − k2 (E2 ei(~k2·~z) −E ′2 e−i(~k2·~z))
]
jˆ × kˆ |(z=l) = 0
k3
k2
E3 e
i(k3l) = E2 e
i(k2l) − E ′2 e−i(k2l) (4-14)
sumando y restando (4-13) y (4-14)
E3 e
i(k3l)
(
1 +
k3
k2
)
= 2E2 e
i(k2l)
E2 =
(
1 + k3
k2
)
2
E3 e
i(k3−k2)l (4-15)
E3 e
i(k3l)
(
1− k3
k2
)
= 2E ′2 e
i(k2l)
E ′2 =
(
1− k3
k2
)
2
E3 e
i(k3+k2)l (4-16)
Ahora sumando (4-11) y (4-12)
2E2 = E1 + E
′
1 +
k1
k2
(E1 − E ′1) = E1
(
1 +
k1
k2
)
+ E ′1
(
1− k1
k2
)
E2 =
1
2
[
E1
(
1 +
k1
k2
)
+ E ′1
(
1− k1
k2
)]
(4-17)
E1 =
1
2
[
E2
(
1 +
k2
k1
)
+ E ′2
(
1− k2
k1
)]
(4-18)
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sustituyendo (4-15) en (4-17).
E1 =
1
4
[(
1 +
k3
k2
) (
1 +
k2
k1
)
ei(k3−k2)l +
(
1− k3
k2
) (
1− k2
k1
)
ei(k3+k2)l
]
E3 (4-19)
E ′1 =
1
4
[(
1 +
k3
k2
) (
1− k2
k1
)
ei(k3−k2)l +
(
1− k3
k2
) (
1 +
k2
k1
)
ei(k3+k2)l
]
E3 (4-20)
determinando los coeficientes de reflexio´n rˆ (2-98) y transmisio´n tˆ (3-11) como:
rˆ =
|Ereflejado|2
|Eincidente|2
rˆ =
|
(
1 + k3
k2
) (
1− k2
k1
)
e(−ik2)l +
(
1− k3
k2
) (
1 + k2
k1
)
e(ik2)l |2
|
(
1 + k3
k2
) (
1 + k2
k1
)
e−(ik2)l +
(
1− k3
k2
) (
1− k2
k1
)
e(ik2)l |2
(4-21)
tˆ =
|Etransmitido|2
|Eincidente|2
tˆ =
|4 e−(ik3)l |2
|
(
1 + k3
k2
) (
1 + k2
k1
)
e−(ik2)l +
(
1− k3
k2
) (
1− k2
k1
)
e(ik2)l |2
(4-22)
con las convenciones k3
k2
= k32 y
k2
k1
= k21; operando sobre el denominador de la transmisio´n
ecuacio´n (4-22) se tiene:
= (1 + k32)(1 + k21) [cos (k2l)− i sin (k2l)] + (1− k32)(1− k21) [cos (k2l) + i sin (k2l)]
= cos (k2l) [(1 + k32)(1 + k21) + (1− k32)(1− k21)]
+ i sin (k2l) [(1− k32)(1− k21)− (1 + k32)(1 + k21)]
= (1 + k32)(1 + k21) = 1 + k21 + k32 + k32k21
= (1− k32)(1− k21) = 1− k21 − k32 + k32k21
= | cos (k2l) [2 (1 + k32k21)]− i sin (k2l) [2(k21 + k32)] |2
= 4 cos2 (k2l) (1 + k32k21)
2 + 4 sin2 (k2l) (k21 + k32)
2
= 4 (1− sin2 (k2l)) (1 + k32k21)2 + 4 sin2 (k2l) (k21 + k32)2
= 4
[− sin2 (k2l) (1− k232)(1− k221) + (1 + k32k21)2]
s´ı la barrera se encuentra inmersa dentro de un medio homoge´neo se cumple k3 = k1, y
4.1 Transmisio´n y Reflexio´n para una Barrera Diele´ctrica 45
teniendo en cuenta que ki =
ω
c
ni, la transmisio´n puede escribirse como:
|tˆ|2 = 1
1 + 1
4
(
n21−n
2
2
n1n2
)2
sin2 (ω
c
n2l)
(4-23)
sin embargo, para determinar la energ´ıa que fluye a trave´s de la barrera, se hace a trave´s del
vector de Poynting,
T =
St
Si
=
√
ǫ3√
ǫ1
|tˆ|2 = n3
n1
|tˆ|2 (4-24)
para una barrera incrustada en un medio homoge´neo se cumple (figura 4.1):
T = |tˆ|2 (4-25)
as´ı mismo para la reflexio´n (figura 4.1) siguiendo el mismo procedimiento anteriormente
descrito se tiene:
|rˆ|2 =
1
4
(
n21−n
2
2
n1n2
)2
sin2 (ω
c
n2l)
1 + 1
4
(
n21−n
2
2
n1n2
)2
sin2 (ω
c
n2l)
donde R = |rˆ|2 (4-26)
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Figura 4-1.: Coeficientes de transmisio´n (pu´rpura) y reflexio´n (azul) para una barrera
diele´ctrica incrustada en un medio homoge´neo donde n1 = n3 = 1,00029,
n2 = 8 y l = 550nm; para radiacio´n incidente normal a la superficie.
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4.2. Transmisio´n y reflexio´n por medio de MMT
Para obtener los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n mediante el me´todo de la matriz de
transferencia (MMT) para una barrera, se debe empezar por determinar la matriz de una
interface sencilla, esto se logra aplicando condiciones de frontera sobre los campos ele´ctrico
~E y magne´tico ~H que inciden sobre un lado de la interface y los campos transmitidos del otro
lado. Sin embargo, se asume un campo incidente ~E+2 contrario a la direccio´n de incidencia de
la onda principal del otro lado de la interface, para de esta manera simetrizar las ecuaciones.
Figura 4-2.: Descripcio´n esquema´tica de la transmisio´n de una onda electromagne´tica a
trave´s de una interface que separa dos medios caracterizados por los para´metros
1 y 2.
E+1 + E
−
1 = E
+
2 + E
−
2
H+1x +H
−
1x = H
+
2x +H
−
2x
(4-27)
De acuerdo con la ecuacio´n de Maxwell ~k× ~E = µω
c
~H, es posible expresar el campo magne´tico
~H en te´rminos del campo ele´ctrico ~E como:
µ1ω
c
H+1x = −k1zE+1 ;
µ1ω
c
H−1x = k1zE
−
1 (4-28)
De esta manera las ecuaciones (4-27) pueden ser escritas en forma matricial como:
(
1 1
k1z
µ1
−k1z
µ1
)(
E+1
E−1
)
=
(
1 1
k2z
µ2
−k2z
µ2
)(
E+2
E−2
)
(4-29)
despejando del lado derecho de la ecuacio´n tenemos:
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(
E+2
E−2
)
=
1
2
(
1 + µ2
µ1
k2z
k1z
1− µ1
µ2
k2z
k1z
1− µ1
µ2
k2z
k1z
1 + µ1
µ2
k2z
k1z
)(
E+1
E−1
)
(4-30)
donde la matriz que combina las relaciones de dispersio´n kiz y las permeabilidades µ1,2, es
llamada la matriz de transferencia Ms para una interface individual en el caso de ondas
incidentes con polarizacio´n TE.
(
E+2
E−2
)
=Ms12
(
E+1
E−1
)
(4-31)
Se deriva esta matriz Ms para el caso general cuando se tienen dos pares de ondas electro-
magne´ticas a cada lado de la interface. Considerando el caso cuando la onda electromagne´tica
E+1 es incidente desde la izquierda y es dispersada sobe la interface; parte de la onda es refle-
jada E−1 hacia atra´s, y otra parte es transmitida E
+
2 a trave´s de la barrera. Ya que ninguna
onda es incidente desde la derecha (desde medio II), es posible determinar E−2 = 0; entonces
para (4-31) se obtiene:
E+2 = M
s
11E
+
1 + M
s
12E
−
1
E−2 = 0 = M
s
21E
+
1 + M
s
22E
−
1
(4-32)
definiendo las amplitudes de reflexio´n y transmisio´n para el campo ele´ctrico como:
ts =
E+2
E+1
y rs =
E−1
E+1
(4-33)
usando la forma expl´ıcita de la matriz Ms, su determinante y relacionando el elemento Ms22,
es posible resolver del sistema de ecuaciones (4-32), obteniendo:
ts =
2µ2k1z
µ1k2z + µ2k1z
=
2µ2Nˆ1 cosψi
µ2Nˆ1 cosψi + µ1Nˆ2 cosψt
=
detMs
Ms22
kiz = ni cos θi (4-34)
donde (detMs = µ2k1z/µ1k2z) y M22 = µ1k2z + µ2k1z/2k1zk2z
rs =
µ1k1z − µ1k2z
µ1k2z + µ2k1z
=
µ1Nˆ1 cosψi − Nˆ2 cosψt
µ1Nˆ1 cosψ1 + Nˆ2 cosψt
=
Ms21
Ms22
(4-35)
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El coeficiente de transmisio´n esta dado por la relacio´n de los flujos de energ´ıa en los dos
medios y ya que E0t = tsE0i obtenemos.
Ts =
µ1
µ2
Rek2z
Rek1z
|ts|2 (4-36)
y para el coeficiente de reflexio´n tenemos:
Rs = |rs|2 (4-37)
4.2.1. Transmisio´n para una barrera diele´ctrica
La transmisio´n a trave´s de una barrera plana es esquema´ticamente mostrada en la figura
(4-3). El problema es ma´s complicado que para una interface individual. No so´lo se tienen
ma´s para´metros sino que se necesita considerar mu´ltiples dispersiones dentro de la barrera.
Afortunadamente el me´todo de la matriz de transferencia tiene en cuenta todas las contribu-
ciones de mu´ltiples dispersiones de manera muy eficiente; usando la matriz de transferencia
para una interface individual (4-30) y la ley de composicio´n de matrices descrita en la seccio´n
3.4.1 del capitulo 3, en particular para la polarizacio´n TE se puede escribir:
Figura 4-3.: Descripcio´n esquema´tica de la transmisio´n de una onda electromagne´tica a
trave´s de una barrera de ancho a. La barrera esta caracterizada por los para´me-
tros ǫ2, µ2, la orientacio´n de los vectores de campo ele´ctrico y magne´tico son
mostrados para todas las ondas propagandose, reflejandose y transmitiendose.
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(
E+3
E−3
)
=M12
(
expik2za 0
0 exp−ik2za
)
M23
(
E+1
E−1
)
(4-38)
donde las matrices M12 y M23 esta´n dadas por la ecuacio´n 4-30, y la matriz diagonal
(
expik2za 0
0 exp−ik2za
)
(4-39)
es la matriz de transferencia para un medio homoge´neo (ǫ2, µ2) en medio de dos interfa-
ces. Multiplicando este sistema de matrices, obtenemos la matriz de transferencia para una
barrera diele´ctrica.
(
E+3
E−3
)
=MsBarrera
(
E+1
E−1
)
(4-40)
los elementos expl´ıcitos de MsBarrera esta´n dados por:
Ms11 =
1
2
[
1 +
µ3
µ1
k1z
k3z
]
cos k2za +
ı
2
[
µ3
µ2
k2z
k3z
+
µ2
µ1
k1z
k2z
]
sin k2za (4-41)
Ms12 =
1
2
[
1− µ3
µ1
k1z
k3z
]
cos k2za+
ı
2
[
µ3
µ2
k2z
k3z
− µ2
µ1
k1z
k2z
]
sin k2za (4-42)
Ms22 =
1
2
[
1 +
µ3
µ1
k1z
k3z
]
cos k2za− ı
2
[
µ3
µ2
k2z
k3z
+
µ2
µ1
k1z
k2z
]
sin k2za (4-43)
Ms21 =
1
2
[
1− µ3
µ1
k1z
k3z
]
cos k2za− ı
2
[
µ3
µ2
k2z
k3z
− µ2
µ1
k1z
k2z
]
sin k2za (4-44)
de esta forma ahora las amplitudes de transmisio´n y reflexio´n se calculan en la misma forma
como se hizo para una interface individual en (4-33) y (4-35).
ts =
E+3
E+1
=
detMs
Ms22
rs =
E−1
E+1
= −M
s
21
Ms22
(4-45)
as´ı el correspondiente coeficiente de transmisio´n (4-46) y coeficiente de reflexio´n (4-37).
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Ts =
µ1
µ3
Rek3z
Rek1z
|ts|2 Rs = |rs|2 (4-46)
Para el caso de una barrera inmersa en un medio homoge´neo el coeficiente de transmisio´n
se reduce a Ts = |ts|2 = 1|Ms22|2 , de forma expl´ıcita tenemos (µ1 = µ2 = µ3 ≈ 1).
|Ms22|2 = (cos k2za−
ı
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2za)(cos k2za+
ı
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2za) (4-47)
= (cos2 k2za− 1
4
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]2
sin2 k2za)
Ts =
1
1 + 1
4
sin2 (k2za)
[
k2z
k1z
− k1z
k2z
]2 (4-48)
Ts =
1
1 + 1
4
sin2 (ω
c
n2a)
[
n2
n1
− n1
n2
]2 (4-49)
Finalmente se ha obtenido el coeficiente de transmisio´n para una barrera diele´ctrica de ancho
a por el me´todo de la matriz de transferencia, el cual coincide con el desarrollo convencional
mostrado en la seccio´n 4.1, probando la veracidad y sencillez del mismo, las gra´ficas para los
coeficientes en funcio´n de la longitud de onda λ se muestran en la figura 4.1 Este desarrollo
mostrado para una barrera, es de gran importancia debido a la generalidad de los resulta-
dos, adema´s de la posibilidad de extrapolarlos para mu´ltiples barreras. Por otro lado, los
para´metros de relaciones de dispersio´n kiz y las permeabilidades no tienen restricciones para
ser u´nicamente reales dentro de la barrera.
4.3. Barrera Diele´ctrica Incrustada en Vac´ıo
A partir de estos resultados, es posible abordar el problema de transmisio´n para una on-
da electromagne´tica incidiendo sobre una barrera de superficie plana dentro de un medio
homoge´neo como el vac´ıo. El espesor de la barrera es a y las constantes se definen como:
ǫ1 = ǫ3 = 1 µ1 = µ2 = µ3 = 1 ǫ2 = real (4-50)
con estos para´metros podemos determinar como se simplifican los elementos de la matriz de
transferencia Ms dados por las ecuaciones (4-41) y (4-54).
Ms11 = cos k2za +
ı
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2za (4-51)
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Ms12 =
ı
2
[
k2z
k1z
− k1z
k2z
]
sin k2za (4-52)
Ms22 = cos k2za−
ı
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2za (4-53)
Ms21 = −
ı
2
[
k2z
k1z
− k1z
k2z
]
sin k2za (4-54)
Es de notar que para el caso donde k1z y k2z sean reales se tiene M22 = M
∗
11 y M21 = M
∗
12
de esta forma las amplitudes y los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n se simplifican a la
forma:
detMs = 1 ts =
1
M22
rs = −M12
M22
Ts = |ts|2 (4-55)
Se podr´ıa definir que el origen de la simplificacio´n en los coeficientes, se debe a la equiva-
lencia entre los medios de la izquierda y derecha, al tener las mismas caracter´ısticas la onda
incidente se propaga en el mismo medio tanto al entrar a la barrera como al salir del otro
lado de la misma. Es de resaltar que esta forma de escribir a los coeficientes de transmisio´n
y reflexio´n se mantiene au´n cuando el vector de onda dentro de la barrera k2z sea complejo,
sin embargo k1z debera´ ser real.
4.4. Resonancias Fabry-Pe´rot
En el caso cuando la propagacio´n de ondas electromagne´ticas es posible en ambos medios, es
posible estudiar como depende la transmisio´n de la frecuencia de las ondas incidentes. Para
el modo Transversal Ele´ctrico incidiendo sobre una barrera incrustada en un medio u´nico
y considerando el coeficiente de transmisio´n como: Ts = |ts|2 = |M22|−2 de acuerdo con la
ecuacio´n (4-46).
Ts =
1
1 + 1
4
[k2z
k1z
− k1z
k2z
]2 sin (k2zl)
(4-56)
de la ecuacio´n anterior es posible observar que la transmisio´n sera´ igual a 1, cuando sin (k2z)l =
0. Esto significa que el vector de onda k2z toma los valores:
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k2zl = mπ, m = 1, 2, 3 · · · (4-57)
recordando que k2z = k2 cos (θ2) y k2 = ω
√
ǫ2/c, la condicio´n (4-57) puede escribirse como:
ω
l
c
√
ǫ2 cos (θ2) = mπ (4-58)
donde θ2 es el a´ngulo de propagacio´n dentro de la barrera, y esta relacionado con θ1 por la
ley de Snell como:
sin (θ1) =
√
ǫ2
ǫ1
sin (θ2) (4-59)
sin2 θ1 =
ǫ2
ǫ1
(1− cos2 (θ2)) (4-60)
ǫ2
ǫ1
− sin2 θ1 = ǫ2
ǫ1
cos2 (θ2) (4-61)
cos (θ2) =
√
ǫ1
√
ǫ2
ǫ1
− sin2 (θ1) (4-62)
para un a´ngulo de incidencia θ1 fijo, se encuentran resonancias de transmisio´n si la frecuencia
de la onda incidente es:
√
ǫ1ωm
l
c
=
mπ√
ǫ2
ǫ1
− sin2 θ1
(4-63)
Para entender el significado f´ısico de la condicio´n de resonancia, es necesario entender al
campo dentro de la barrera como ondas propagandose a la derecha y ondas propagandose a
la izquierda. La resonancia de transmisio´n aparece cuando todas las ondas que se propagan
a la derecha tienen la misma fase. Para un z dado, las ondas viajando a la derecha tiene la
misma fase φn+1 = k2z(2nl + z) donde n cuenta las veces que la onda fue reflejada por la
barrera derecha. La condicio´n que todas estas ondas tengan que estar en fase significa que
φn+1 − φ1 = 2πm para todo n. Esto se cumple so´lo cuando k2zl = mπ. Para el caso especial
de incidencia normal θ1 = θ2 = 0 la condicio´n (4-57) recae sobre la longitud de onda como
λ = 2l
m
, que relaciona la longitud de onda dentro de la barrera (medio 2) con el espesor
de la misma, dando cuenta de la influencia del espesor en la aparicio´n de resonancias de
transmisio´n. s´ı el espesor de la barrera se da en te´rminos de longitudes de onda, es posible
determinar el orden de resonancia m facilmente.
El coeficiente de transmisio´n como funcio´n de la frecuencia es representado en la figura (4.4),
en este caso dicho coeficiente es una funcio´n perio´dica de la frecuencia, donde el periodo para
este caso es:
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Figura 4-4.: Coeficiente de transmisio´n para una barrera diele´ctrica inmersa dentro de un
medio de menor permitividad (ǫ1 < ǫ2), la frecuencia de las ondas incidentes
es medida en unidades adimensionales ωl
c
, el angulo de incidencia es θ1 =
π
3
.
∆ω =
πc
l
√
ǫ1
√
ǫ2
ǫ1
− sin2 (θ1)
donde (ǫ1 = 1) y (ǫ2 = 9) (4-64)
En la figura (4.4) se han calculado los ma´ximos de transmisio´n de la ecuacio´n (4-64) como:
m1 = 1, 093, m2 = 2, 18, m3 = 3, 28, m4 = 4, 27 y m5 = 5, 45.
4.5. Efecto Tunel en Barreras Dielectricas
Consideremos ahora una barrera diele´ctrica con constante diele´ctrica ǫ2 < ǫ1,3. De la o´ptica
se sabe que una onda electromagne´tica incidente desde un medio con permitividad ǫ1 sera´ to-
talmente reflejada por una interface sencilla cuando el a´ngulo de incidencia θ1 es mayor que
θcrit, es decir.
sin (θcrit) =
n2
n1
=
√
ǫ2
ǫ1
(4-65)
Ahora es posible investigar como una onda electromagne´tica se propaga a trave´s de una
barrera de material diele´ctrico ǫ2 incrustada entre dos capas diele´ctricas con permitividad
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ǫ1 > ǫ2. Es posible pensar de manera intuitiva que au´n cuando θ1 > θcrit alguna porcio´n
de onda electromagne´tica se puede transferir a trave´s de la barrera. Esta intuicio´n esta
soportada por la experiencia en el feno´meno de tunelaje de part´ıculas cua´nticas a trave´s de
una barrera rectangular.
S´ı el espesor de la barrera l no es muy grande comparada con la longitud de onda incidente,
es posible ver como una porcio´n de energ´ıa traspasa (abre un tunel) la barrera y origina una
onda plana propagandose del otro lado de la barrera. Para obtener un resultado cuantitativo
del feno´meno de tunela´je, es posible definir los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n como
en el caso de una barrera incrustada en vac´ıo, con la salvedad de k2z = iκ2 dentro de la
barrera, obteniendo:
t−1s = M22 = cosh (κ2)l +
i
2
[
κ2
k1z
− k1z
κ2
]
sinh (κ2)l (4-66)
donde hemos usado que sin (ik2) = i sinh (k2) y cos (ik2) = cosh (k2).
Como describimos anteriormente, si el primer y el u´ltimo medio poseen las mismas ca-
racter´ısticas ǫ1,3, el coeficiente de transmisio´n se obtiene directamente de la amplitud de
transmisio´n |ts|2, como:
Ts = |ts|2 = 1
1 + 1
4
[
κ2
k1z
+ k1z
κ2
]2
sinh2 (κ2)l
(4-67)
de la ecuacio´n (4-67), es posible ver como Ts decrece exponencialmente cuando l >> k
−1
2 , de
forma equivalente a como se describio´ en el apartado anterior, aqu´ı tambie´n se evidencia una
influencia directa entre la transmisio´n y el espesor de la barrera. As´ı para un espesor dado,
la transmisio´n a trave´s de la barrera depende fuertemente tambie´n del a´ngulo de incidencia.
Lo cual puede apreciarse cuando estudiamos las relaciones de dispersio´n de cada medio (I y
II).
ǫ1
ω2
c2
= k2x + k
2
1z = k1 (4-68)
ǫ2
ω2
c2
= k2x − κ22 = k2 (4-69)
k1 − k2 = ω
2
c2
[ǫ1 − ǫ2] = k21z + κ22 (4-70)
con k1z =
ω
c
√
ǫ1 cos (θ1) despejamos κ
2
κ22 =
ω2
c2
[ǫ1 − ǫ2]−
(ω
c
√
ǫ1 cos (θ1)
)2
κ22 =
ω2
c2
[
ǫ1(1− cos2 (θ1))− ǫ2
]
(4-71)
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κ22 =
ω2
c2
[
sin2 (θ1)− ǫ2
ǫ1
]
(4-72)
con λ1 =
2π
k1
=
2πc
ω
√
ǫ1
κ2 =
2π
λ1
√
sin2 θ1 − ǫ2
ǫ1
(4-73)
notemos como un incremento de θ1 causa un incremento de κ2 y consecuentemente una
disminucio´n en el coeficiente de transmisio´n (4-67).
En este punto hemos calculado como una porcio´n de onda electromagne´tica incidente en
un lado de la barrera, puede atravesarla mediante el feno´meno de tunelaje propagandose
del otro lado de la misma, as´ı que alguna porcio´n de energ´ıa debera´ ”tunelar” tambie´n a
trave´s de la barrera. En el problema planteado ǫ2 < ǫ1, as´ı que se puede representar como
una barrera de aire incrustada entre dos medios diele´ctricos. La figura (4.5) muestra la
oscilacio´n del coeficiente de transmisio´n como funcio´n del a´ngulo de incidencia θ1, en esta
es posible apreciar que para valores inmediatamente superiores al a´ngulo cr´ıtico θ1 = 0, 92
la transmitancia no cae a cero inmediatamente, prediciendo un valor de transmitancia ma´s
alla´ del a´ngulo cr´ıtico, el cual decae ra´pidamente de acuerdo con (4-74).
En este caso no se tiene una sola onda evanescente (por interface), sino una superposicio´n
de dos ondas evanescentes decayendo en direcciones opuestas.
Ey = [E
+
y exp
−κz +E−y exp
κ(z−2l)] expikxx (4-74)
donde Ey es la componente y de el campo ele´ctrico, y E
+
y (E
−
y ) expresa la propagacio´n de la
onda a la derecha (izquierda) respectivamente. Cabe aclarar que en (4-74) z esta restringida
a los valores 0 < z < l que describen el ancho de la barrera. La segunda onda E−y representa
la onda evanescente reflejada por la interface de la derecha de la barrera. Asumiendo que los
valores E+y y E
−
y son del orden de la unidad; calculamos el vector de Poynting perpendicular
a la barrera (direccio´n z).
Sz =
c
8π
Re[Ey H
∗
x] (4-75)
Mediante la ecuacio´n de Maxwell ~k × ~E = µω
c
~H es posible expresar el campo magne´tico
dentro de la barrera en te´rminos del campo ele´ctrico, obteniendo.
Sz =
c
8π
[(E+y exp
−κz +E−y exp
κ(z−2l))(iκE+y exp
−κz−iκE−y expκ(z−2l))∗]
Sz =
c2κ
4πµω
[Ey+E
−∗
y ] exp
−2κl (4-76)
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Figura 4-5.: Coeficiente de transmisio´n para una barrera diele´ctrica inmersa dentro de un
medio de mayor permitividad (ǫ2/ǫ1 = 0,8) (ǫ1 > ǫ2), se aprecian oscilacio-
nes tipo Frabry-Perot para θ1 < θcritico y efecto tu´nel para θ1 > θcritico; con
(θcritico = 0, 92rad)
de (4-76) se observa como una pequen˜a porcio´n de energ´ıa (del orden de exp−2κl) es trans-
ferida a trave´s de la barrera. Esta es la energ´ıa de la onda que se propaga en el material
diele´ctrico del otro lado de la barrera, segu´n sea la direccio´n de la onda electromagne´tica
incidente.
Ahora calculamos la componente x del vector de Poynting Sx(z) la cual representa la energ´ıa
que se propaga a lo largo de una interface.
Sx(z) =
c2
8πµω
Re[kx(E
+
y exp
−κz +E−y exp
κ(z−2l))(E+∗y exp
−κz +E−∗y exp
κ(z−2l))] (4-77)
Sx(z) =
c2
8πµω
kx[|E+y |2 exp−2κz +|E−y |2 expκ(z−2l)+2Re(E+y E−∗y ) exp−2κl] (4-78)
como es de esperar Sx decrece exponencialmente con la distancia desde la interface de la
izquierda. En la interface de la derecha z = l as´ı que tenemos.
Sx(z=l) =
c2
8πµω
kx[|E+y |2 + |E−y |2 + 2Re(E+y E−∗y )] exp−2κl (4-79)
5. Transmisio´n en Medios Meta´licos
Como una extensio´n al estudio de la propagacio´n de la radiacio´n en diferentes medios y
con el objetivo de describir el comportamiento de la radiacio´n en diferentes estructuras, el
presente cap´ıtulo aborda los materiales denominados meta´licos debido a sus caracter´ısticas
inusuales representadas en la parte o´ptica por el ı´ndice de refraccio´n complejo, el cual con-
tiene la denominada absorcio´n responsable de que estos materiales presenten al paso de la
radiacio´n en determinadas frecuencias perdidas de energ´ıa, a diferencia de los materiales
diele´ctricos. Inicialmente como una buena1 aproximacio´n cla´sica para el caso o´ptico se des-
cribe la dependencia con la frecuencia de las propiedades o´pticas del modelo fenomenolo´gico
Drude-Sommerfeld de electrones libres [3], con la finalidad de incluirlo en el comportamiento
de la transmisio´n de ondas electromagne´ticas incidiendo de forma normal sobre una barrera
meta´lica que se encuentra incrustada en un medio homoge´neo, cabe aclarar que una vez
desarrollado el modelo para una celda, es posible extrapolarlo al nu´mero de celdas deseadas.
5.1. El Modelo de Drude
El modelo de Drude trata a los metales como un gas de electrones cla´sico realizando un
movimiento de difusio´n. La hipo´tesis central del modelo es la existencia de un tiempo de
relajacio´n promedio τ el cual gobierna la relajacio´n del sistema hasta alcanzar el equilibrio,
el estado con momento promedio cero (< P >= 0), despue´s que un campo externo E es
removido.
dP
dt
= −P
τ
(5-1)
en presencia de un campo externo E, la ecuacio´n de movimiento se transforma en:
d
dt
P = −P
τ
− eE (5-2)
1Aunque el modelo de Drude consigue explicar la ley de Ohm y la relacio´n entre la conductividad te´rmica y
ele´ctrica, falla a la hora de explicar la capacidad te´rmica y la susceptibilidad magne´tica de los electrones
de conduccio´n.
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la densidad de corriente es dada por J = −NeP
m
, con N la densidad de carga transportada,
m es la masa de la carga y e es la carga electro´nica. Para campos constantes, la condicio´n
dP
dt
= 0 genera una conductividad.
σdc =
J
E
=
Ne2τ
m
(5-3)
Tras la aplicacio´n de una campo dependiente del tiempo de la forma E(t) = E0 exp
−(iωt), la
solucio´n a la ecuacio´n de movimiento:
m
d2r
dt2
+
m
τ
dr
dt
= −eE(t) (5-4)
sera´ la suma de dos te´rminos, uno representando el movimiento de decaimiento (solucio´n a
la parte homoge´nea) y el otro representando un movimiento perio´dico.
r = − e
m(ω2 + i
τ
ω)
E (5-5)
el movimiento perio´dico contribuye al momento dipolar del medio (por unidad de volumen)
p = er, a partir del cual se define la polarizacio´n como ~P = Np; si hay N electrones libres
por unidad de volumen entonces la polarizacio´n debida a todos los electrones sera´,
~P = Np = − Ne
2
m(ω2 + i
τ
ω)
E (5-6)
de la electrodina´mica en medios materiales se sabe que ǫˆE = E+4π ~P , as´ı que reemplazando
la polarizacio´n obtenida.
ǫˆ = 1− 4πNe
2
m(ω2 + i
τ
ω)
(5-7)
adema´s existe la relacio´n entre la constante diele´ctrica ǫˆ y la conductividad σˆ como.
ǫˆ = 1 + i
4π
ω
σˆ donde
ǫˆ = ǫ1 + iǫ2
σˆ = σ1 + iσ2 (5-8)
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son funciones de respuesta complejas que dependen de la frecuencia de onda incidente ω.
As´ı es posible definir una funcio´n de conductividad compleja reemplazando la ecuacio´n (5-7)
en (5-8) y despejando σˆ (multiplicando por τ
iω
).
1− 4πNe
2
m(ω2 + i
τ
ω)
= 1 + i
4π
ω
σˆ
σˆ =
iωNe2
m(ω2 + i
τ
ω)
× τ
iω
σˆ =
τNe2
m
1
(1− iωτ) ×
(1 + iωτ)
(1 + iωτ)
σˆ = σ1 + iσ2 =
τNe2
m
(1 + iωτ)
(1 + ω2τ 2)
(5-9)
Ahora para escribir la constante diele´ctrica ǫˆ se utilizan las siguientes equivalencias:
ǫ1 = 1− 4πσ2
ω
(5-10)
ǫ2 =
4πσ1
ω
(5-11)
ωp =
[
4πNe2
m
] 1
2
(5-12)
ˆǫ(ω) = 1− ωp
ω2 − iω
τ
(5-13)
ǫ1(ω) = 1−
ω2p
(ω2 + τ−2)
(5-14)
ǫ2(ω) =
1
ωτ
ω2p
(ω2 + τ−2)
(5-15)
es importante denotar que en este modelo existe una distancia promedio recorrida por los
electrones entre colisiones, llamada camino libre medio l, as´ı dentro del marco del modelo de
Drude, l = v(te)τ , donde v(te) es el promedio de velocidad te´rmica para part´ıculas cla´sicas, y
la energ´ıa cine´tica esta definida como, 1
2
mv2(te) =
3
2
KBT a la temperatura T.
5.2. Propiedades O´pticas del Modelo de Drude
Usando la conductividad o´ptica ecuacio´n (5-9), tal como se obtiene por el modelo de Drude-
Sommerfeld, los diversos para´metros o´pticos se pueden evaluar de una manera directa. El
l´ımite de corriente continua de la conductividad es,
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σ1(ω) = σc =
Ne2τ
m
=
1
4π
ω2pτ (5-16)
y la conductividad dependiente de la frecuencia puede escribirse como:
σˆ(ω) =
σdc
1− iωτ =
Ne2
m
1
1
τ
− iω =
ω2p
4π
1
1
τ
− iω (5-17)
con los componentes,
σ1(ω) =
ω2pτ
4π
1
1 + ω2τ 2
σ2(ω) =
ω2pτ
4π
ωτ
1 + ω2τ 2
(5-18)
Por consiguiente dentro del marco del modelo de Drude, la conductividad compleja y conse-
cuentemente todo los para´metros o´pticos esta´n totalmente caracterizados por dos frecuencias:
la frecuencia de plasma ωp y la velocidad de relajacio´n
1
τ
; en general 1
τ
<< ωp. Esto lleva a
tres reg´ımenes con diferentes dependencias de la frecuencia de las diferentes cantidades.
As´ı para la dependencia de la frecuencia de la constante diele´ctrica ǫˆ tenemos,
ǫˆ = ǫ1 + iǫ2 = 1−
ω2p
ω2 − iω
τ
(5-19)
sin embargo, para describir las propiedades o´pticas del medio, es posible definir el ı´ndice de
refraccio´n complejo como una nueva funcio´n de respuesta Nˆ .
Nˆ = n+ ik =
[
ǫ1 + i
4πσ1
ω
] 1
2
= [ǫˆ]
1
2 (5-20)
as´ı el vector de onda complejo Kˆ sera´,
Kˆ =
ω
c
Nˆ =
ω
c
(n + ik) (5-21)
donde n es el ı´ndice de refraccio´n real y k es el coeficiente de extincio´n (de acuerdo a la seccio´n
2.3.1 ), adema´s esta´n completamente determinadas por la conductividad σ1 y la constante
diele´ctrica ǫ1:
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n2 =
1
2
{[
ǫ21 +
(
4πσ1
ω
) ] 12
+ ǫ1
}
=
1
2
{[
ǫ21 + ǫ
2
2
] 1
2 + ǫ1
}
(5-22)
k2 =
1
2
{[
ǫ21 +
(
4πσ1
ω
) ] 12
− ǫ1
}
=
1
2
{[
ǫ21 + ǫ
2
2
] 1
2 − ǫ1
}
(5-23)
los te´rminos encerrados en el recuadro obedecen a ǫ2 segu´n (5-11).
5.3. Transmisio´n a trave´s de una Barrera Meta´lica
La transmisio´n a trave´s de una barrera meta´lica de espesor l incrustada en un medio ho-
moge´neo puede ser obtenida de la formula Ts = |ts|2 = |M22|−2 . Sin embargo a diferencia
de los materiales diele´ctricos, aqu´ı el vector de onda incidente k2z = Kˆ sera´ complejo de
acuerdo con (5-21).
Dejaremos de lado las aproximaciones para bajas ω << 1
τ
y altas ω >> 1
τ
frecuencias, cal-
culando un coeficiente de transmisio´n general sin aproximaciones.
De la matriz de transferencia para una barrera diele´ctrica incrustada en vac´ıo presentada
en la seccio´n 4.2, es posible obtener el elemento M22, para el cua´l basta so´lo considerar k2z
complejo para transformar la barrera de diele´ctrica a meta´lica.
Ms22 = cos k2zl −
i
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2zl (5-24)
de la definicio´n Ts = |M22|−2, calculamos |M22|2 = M22M∗22 como,
|M22|2 =
{
cos k2zl − i
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2zl
}
×
{
cos k∗2zl +
i
2
[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
sin k∗2zl
}
(5-25)
multiplicando te´rmino a te´rmino tenemos:
|M22|2 = cos k2zl cos k∗2zl +
i
2
[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
cos k2zl sin k
∗
2zl (5-26)
− i
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2zl cos k
∗
2zl
+
1
4
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
] [
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
sin k2zl sin k
∗
2zl
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de acuerdo con la ecuacio´n (5-26), es posible calcular algunos te´rminos por separado, desa-
rrollando a k2z = k2 = (n2 + ik) de forma general tenemos:
[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
=
(k∗2)
2 + k21
k1k∗2
=
(n2 − ik)2 + k21
k1(n2 − ik) =
(
n22 − k2 − 2n2ik + n21
n1(n2 − ik)
)
(5-27)
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
=
k22 + k
2
1
k1k2
=
(n2 + ik)
2 + k21
k1(n2 + ik)
=
(
n22 − k2 + 2n2ik + n21
n1(n2 + ik)
)
(5-28)
si reemplazamos (n22 − k2 + n21) = η y 2n2k = χ las ecuaciones 5-27, 5-28 se reduce a:[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
=
η − iχ
n1(n2 − ik) (5-29)[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
=
η + iχ
n1(n2 + ik)
(5-30)
Escribiendo nuevamente la ecuacio´n 5-26, teniendo en cuenta las identidades hiperbo´licas
(sinh z = −i sin iz) y (cosh z = cos iz) tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+
i
2
(
η − iχ
n1(n2 − ik)
)(
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
)
(5-31)
− i
2
(
η + iχ
n1(n2 + ik)
)(
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
)
+
1
4
(
k2z
k1z
+
k1z
k2z
)(
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
)(
cosh (2kl)− cos (2n2l)
2
)
Ahora calculando el ultimo termino de la ecuacio´n (5-31) tenemos:
(
k2z
k1z
+
k1z
k2z
)(
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
)
=
(
k22 + k
2
1
k1k2
)(
(k∗2)
2 + k21
k1k
∗
2
)
(5-32)
=
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
n21(n
2
2 + k
2)
reemplazando la ecuacio´n (5-32) en (5-31) tenemos:
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|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+
i
2
(
η − iχ
n1(n2 − ik)
)(
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
)
(5-33)
− i
2
(
η + iχ
n1(n2 + ik)
)(
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
)
+
(
n42 + n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
[cosh (2kl)− cos (2n2l)]
de la ecuacio´n (5-33) factorizando el segundo y el tercer termino (recuadros) los cuales
contienen te´rminos similares, racionalizando (negrilla) tenemos.
(
η − iχ
n1(n2 − ik)
)(
η + iχ
(n2 + ik)
)(
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
)
(5-34)
(5-35)
−
(
η + iχ
n1(n2 + ik)
)(
η − iχ
(n2 − ik)
)(
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
)
⇒ Factorizando
(5-36)
=
1
n1(n22 + k
2)
{
sin (2n2l) [(η − iχ)(n2 + ik)−(η + iχ)(n2 − ik)]
− sin (2ikl) [(η − iχ)(n2 + ik)+(η + iχ)(n2 − ik)]
}
observando los te´rminos que acompan˜an a las funciones sin (2n2l) y sin (2ikl), es posible
resolverlos, reemplazando los te´rminos η y χ por sus valores n2, n1 y k. Finalmente utilizando
las identidades hiperbo´licas, el te´rmino puede ser escrito totalmente real, como:
1
2n1(n22 + k
2)
{
[− sin (2n2l) k
[
(n21 − n22)− k2
]
+ sinh (2kl)n2
[
(n21 + k
2) + n22
]}
(5-37)
reemplazando en la ecuacio´n (5-33) tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+ (5-38)
1
2n1(n22 + k
2)
{
[− sin (2n2l) k
[
(n21 − n22)− k2
]
+ sinh (2kl)n2
[
(n21 + k
2) + n22
]}
+
(
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
[cosh (2kl)− cos (2n2l)]
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Hasta este punto se ha determinado la transmisio´n para una barrera meta´lica incrustada
en un medio homoge´neo de forma general, es importante observar que la ecuacio´n (5-38)
es completamente real y depende u´nicamente de las constantes de cada medio (ni , k). Sin
embargo es necesario determinar de manera expl´ıcita la dependencia de la transmitancia
con las constantes ωp y τ las cuales son conocidas para diferentes materiales, adema´s de la
dependencia con la frecuencia de onda incidente ω para observar el comportamiento de la
transmitancia en diferentes regiones del espectro electromagne´tico.
Con la ayuda de las relaciones descritas por las ecuaciones (5-22) y (5-23) es posible escribir
5-38 en te´rminos de las constantes de intere´s, as´ı se obtiene:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+ (5-39)
1
2n1
[
1
(1+ γ
2
ω2
)
√[
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 ] ×
{
− sin (2n2l)
√√√√√ 1
2(1 + γ
2
ω2
)

([1 + γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2) 12
−
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)

n21 − 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 +
sinh (2kl)
√√√√√ 1
2(1 + γ
2
ω2
)

([1 + γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2) 12
+
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)
×

n21 + 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 }+
[(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)
+ n21
(
1 + γ
2
ω2
)]2 √(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2
n21(1 +
γ2
ω2
)
[(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2] [cosh (2kl)− cos (2n2l)]
5.3.1. Reflexio´n y Absorcio´n Barrera Meta´lica
Los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n esta´n determinados como:
T =
1
|M22|2 y R =
|M12|2
|M22|2 (5-40)
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donde los elementos de la matriz de transferencia M esta´n determinados de igual forma que
en la seccio´n 4.2 para una barrera incrustada en un medio homoge´neo como el vac´ıo. Debido
a que el vector de onda k2 es complejo, se tiene |M22|2 + |M12|2 < 1, as´ı que T +R < 1. La
diferencia A = 1− T −R es la absorcio´n.
Siguiendo con el coeficiente de reflexio´n, el elemento |M22|2 ya se encuentra calculado, ahora
calcularemos |M12|2, a partir de:
M12 =
i
2
[
k2z
k1z
− k1z
k2z
]
sin k2za (5-41)
donde |M12|2 se calcula como, |M12|2 = M12M∗12, para incidencia normal kiz = ki
|M12|2 =
{
i
2
[
k2
k1
− k1
k2
]
sin k2a
}
×
{
− i
2
[
k∗2
k1
− k1
k∗2
]
sin k∗2a
}
(5-42)
desarrollando termino a termino,
|M12|2 = 1
4
[
k2
k1
− k1
k2
] [
k∗2
k1
− k1
k∗2
]
sin (k∗2a) sin (k2a) (5-43)
para el termino entre corchetes tenemos:
(
k2
k1
− k1
k2
)(
k∗2
k1
− k1
k∗2
)
=
(
k22 − k21
k1k2
)(
(k∗2)
2 − k21
k1k
∗
2
)
=
k22(k
∗
2)
2 − k22k21 − k21(k∗2)2 + k41
k21|k2|2
=
(n2 + ik)
2(n2 − ik)2 − n21(n2 + ik)2 − n21(n2 − ik)2 + n41
n21[(n + ik)(n− ik)]
=
n42 + 2n
2
2k
2 − 2n21n22 + 2n21k2 + k4 + n41
n21(n
2
2 + k
2)
(5-44)
para el termino trigonome´trico,
sin k2l sin k
∗
2l = sin ((n2 + ik)l) sin ((n2 − ik)l) (5-45)
sin k2l sin k
∗
2l =
cos (2ikl)− cos (2n2l)
2
(5-46)
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Escribiendo nuevamente la ecuacio´n (5-43), teniendo en cuenta la identidad hiperbo´lica
(cosh z = cos iz) tenemos:
|M12|2 =
(
n42 + 2n
2
2k
2 − 2n21n22 + 2n21k2 + k4 + n41
n21(n
2
2 + k
2)
)
cosh (2kl)− cos (2n2l)
8
(5-47)
en te´rminos de ǫ1 y ǫ2 se obtiene
|M12|2 =
(
ǫ21 + ǫ
2
2 − 2n21ǫ1 + n41
n21
√
ǫ21 + ǫ
2
2
)
cosh (2kl)− cos (2n2l)
8
(5-48)
as´ı mismo para |M22|2 en te´rminos de ǫ1 y ǫ2 tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+ (5-49)
1
2n1
√
ǫ21 + ǫ
2
2
{
− sin (2n2l)
√
1
2
(
−ǫ1 +
√
ǫ21 + ǫ
2
2
)[
n21 −
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
+
sinh (2kl)
√
1
2
(
ǫ1 +
√
ǫ21 + ǫ
2
2
)[
n21 +
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]}
+(
ǫ21 + ǫ
2
2 + 2n
2
1ǫ1 + n
4
1
n21
√
ǫ21 + ǫ
2
2
)
cosh (2kl)− cos (2n2l)
8
donde n2 y k esta´n en te´rminos de ǫ1 y ǫ2 mediante la ecuacio´n (5-22) y (5-23).
Con los elementos hallados en las ecuaciones (5-48) y (5-49) es posible determinar R = |M12|
2
|M22|2
,
T = 1
|M22|2
y A = 1− (T +R).
Para los para´metros de frecuencia de plasma (νp =
ωp
2π
= 2175) y tiempo de relajacio´n
(γ = 1
2πτ
= 6,5) (cantidades expresadas convencionalmente de esta manera y en Thz =
1012Hz) valores propios para una pel´ıcula de Plata (Au) es posible simular los coeficientes
de transmisio´n, reflexio´n y absorcio´n como lo muestra la figura (5-1). De la figura (5-1)
es posible observa que por debajo de la frecuencia del plasma (νp = 2175) la transmisio´n es
pequen˜a y la reflexio´n toma un valor de casi 1, sin embargo para valores de la frecuencia de
onda incidente cercanos y superiores a la frecuencia de plasma la transmisio´n incrementa. El
incremento de la transmisio´n debido a la condicio´n descrita sobre las frecuencias de plasma
y de onda incidente no resulta evidente en los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n, por el
5.3 Transmisio´n a trave´s de una Barrera Meta´lica 67
2175
1000 2000 3000 4000 5000
THzΩ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
Transmisión
Figura 5-1.: Espectro de transmisio´n para una pel´ıcula meta´lica en funcio´n de la frecuencia
(ω). Para νp = 2175THz, γ = 6,5THz y espesor l = 0, 0008πc valores propios
de Plata Au.
2175
1000 2000 3000 4000 5000
THzΩ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
Transmisión
Figura 5-2.: Transmisio´n de una barrera meta´lica en funcio´n de la frecuencia (ω). Para
νp = 2175cm
−1, γ = 6,5cm−1 y espesor l = 0, 0009πc valores propios de Plata
Au.
contrario se presenta como un resultado intuitivo de respuesta a los feno´menos de resonancia
dentro del material de acuerdo con el modelo de Drude. En la figura 5-2 es posible observar
como in incremento en el espesor de la barrera da paso a una cantidad mayor de longitudes
de onda dentro del material, presentando as´ı un feno´meno de resonancia mas drama´tico y
un aumento en la rapidez de crecimiento para las curvas de transmitancia y reflexio´n.
6. Transmisio´n en Medios
Semiconductores
Como una aplicacio´n del me´todo de la matriz de transferencia en la resolucio´n de proble-
mas de propagacio´n de ondas, en el presente cap´ıtulo se aborda el problema de reproducir
el espectro de transmitancia para una pel´ıcula delgada semiconductora de ZnSe deposita-
da sobre un sustrato de vidrio. Este problema puede ser representado teo´ricamente como
la radiacio´n incidente sobre una doble barrera (pel´ıcula y sustrato) con tres interfaces. Sin
embargo, para modelar con e´xito este problema es necesario conocer el comportamiento del
ı´ndice de refraccio´n del material semiconductor en funcio´n de la frecuencia, propiedad o´ptica
intr´ınseca de estos materiales. Adema´s de obtener el espectro de transmitancia, es posible
simular la variacio´n espectral del indice de refraccio´n para obtener el coeficiente de absorcio´n
del material y por ende la brecha (gap) de energ´ıa del mismo, tambie´n es posible obtener
valores de espesor para la pel´ıcula delgada.
El ı´ndice de refraccio´n se modela a partir del trabajo teorico-practico de Wemple and Dido-
menico[14], quienes logran describir el comportamiento del indice de refraccio´n en funcio´n
de la frecuencia en la regio´n de media y baja absorcio´n para mas de 100 compuestos.
6.1. Selenuro de Zinc (ZnSe)
En la composicio´n de materiales semiconductores (II-VI), ZnSe se utiliza como capa para
la fabricacio´n de celdas solares en pel´ıcula delgada [2, 13]. Tambie´n se utiliza principalmente
como capa protectora y anti-reflectiva para superficies te´rmicas de control con rangos de
operacio´n infrarrojos [7]. El ZnSe es un importante material prometedor para dispositivos
opto-electro´nicos como diodos emisores de luz (emitiendo luz azul), y espejos diele´ctricos [1].
La caracterizacio´n de pel´ıculas delgadas de ZnSe ha sido ampliamente estudiada con va-
riaciones tales como : deposicio´n sobre sustratos transparentes [10], sustratos transparentes
para regiones espec´ıficas de intere´s [4], el dopaje con otros elementos, diferentes te´cnicas de
deposicio´n, variacio´n en el crecimiento y la temperatura de deposicio´n. Las variantes descri-
tas en la caracterizacio´n o´ptica toman gran importancia debido al comportamiento de ZnSe
en las regiones de la luz visible e infrarroja, comporta´ndose como un diele´ctrico con el ı´ndice
de refraccio´n disminuyendo cuando aumenta la longitud de onda, todo esto bajo la influencia
de la absorcio´n mu´ltiple de fotones [10].
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En la caracterizacio´n de pel´ıculas delgadas, algunos autores que analizan los espectros de
transmitancia o reflectancia han desarrollado elaborados me´todos nume´ricos y anal´ıticos, in-
cluyendo feno´menos de absorcio´n en diferentes a´reas e incidencia oblicua sobre la muestra[11].
6.2. Comportamiento de la Constante Diele´ctrica
Electro´nica
La presente seccio´n es parte del art´ıculo Behavior of the Electronic Dielectric Constant in
Covalent and Ionic Materials de los autores S. H. Wemple and M. DiDomenico de 1971,
donde a partir de datos del ı´ndice de refraccio´n de dispersio´n por debajo del borde de absor-
cio´n interbanda en ma`s de 100 diferentes so´lidos y l´ıquidos son analizados usando un simple
pero efectivo modelo de oscilador ajustado en la forma n2−1 = EdEo
(E2o−h¯
2ω2)
, este mismo modelo
sera´ implementado en la seccio´n posterior donde se analiza el espectro de transmisio´n para
una pel´ıcula delgada semiconductora de ZnSe. Por este motivo a continuacio´n se muestra
un breve desarrollo del ajuste presentado en dicho art´ıculo.
El espectro de excitacio´n electro´nica fundamental de una sustancia es generalmente descrito
en te´rminos de la constante diele´ctrica electro´nica dependiente de la frecuencia ǫ(ω) = ǫ1(ω)+
ıǫ2(ω). Tanto la parte real ǫ1 como la imaginaria ǫ2 contiene toda la informacio´n de respuesta
deseada, ya que los argumentos de causalidad relacionan las partes real e imaginaria mediante
las bien conocidas relaciones de Kramers-Kroning.
ǫ1(ω) − 1 = 2
π
P
∫ ∞
0
ω′ǫ2(ω′)
ω′ − ω2dω
′ (6-1)
ǫ2(ω) = −2ω
π
P
∫ ∞
0
ǫ1(ω′) − 1
ω′ − ω2 dω
′ (6-2)
donde P denota la parte principal. En materiales que presentan banda gap, la parte real en
la regio´n transparente por debajo de la banda gap se relaciona con la absorcio´n o´ptica por
encima de la misma por
ǫ1(ω) − 1 = n2 − 1 = 2
π
P
∫ ∞
0
ω′ǫ2(ω′)
ω′ − ω2dω
′ ω < ωt (6-3)
donde ωt es la frecuencia umbral, y se ha identificado a ǫ1 con el cuadrado del ı´ndice de re-
fraccio´n n. La frecuencia ω se supone que esta por encima de todos los modos vibracionales
de la red, u´nicamente excitaciones electro´nicas esta´n siendo consideradas. En el lenguaje de
la ecuacio´n (6-3), una teor´ıa del ı´ndice de refraccio´n conllevar´ıa al calculo de ǫ2(ω) seguido
por integracio´n sobre todas las frecuencias. Sin embargo un procedimiento formal en la teor´ıa
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de perturbaciones para calcular ǫ2(ω) existe en el marco de la teor´ıa de bandas de so´lidos
para un solo electro´n, tales ca´lculos requiere la integracio´n sobre toda la zona de Brillouin
como tambie´n sobre todas las frecuencias, as´ı que las cantidades f´ısicas importantes tienden
a ocultarse por los detalles del ca´lculo del ana´lisis. Adema´s muchos para´metros ajustables
son generalmente introducidos en el ca´lculo de la energ´ıa de la banda, y en muchos mate-
riales io´nicos los efectos excito´nicos son dif´ıciles de explicar cuantitativamente. Es u´til por
consiguiente aproximar la expresio´n teo´rica general para ǫ1 en formas que muestre expl´ıcita-
mente ciertos para´metros f´ısicos significativos. En esta aproximacio´n se usa una descripcio´n
de un solo oscilador de la constante diele´ctrica dependiente de la frecuencia para definir un
para´metro de “energ´ıa de dispersio´n” Ed.
6.2.1. Descripcio´n de Oscilador Individual para la Constante
Diele´ctrica Electro´nica
Usando la teor´ıa de perturbaciones dependiente del tiempo, la siguiente expresio´n formal
para la parte real dependiente de la frecuencia ω de la constante diele´ctrica electro´nica
puede ser derivada como:
ǫ1(ω) = 1 +
e2
π2m
′∑
i.j
∫
BZ
d3k
fα
ij(~k)
ω2
ij(~k)
− ω2 (6-4)
Aqu´ı e y m son la carga y la masa del electro´n respectivamente. La suma se extiende sobre
todas las bandas i y j de forma que i 6= j y la integral se extiende sobre el volumen de la
zona de Brillouin (BZ). La fuerza del oscilador interbanda para la direccio´n de polarizacio´n
α esta dada por f
ij(~k). Para esta ecuacio´n se han considerado dos aproximaciones, las cuales
contienen para´metros que pueden ser medidos experimentalmente. La primera es la frecuen-
cia cero o constante diele´ctrica esta´tica, y la segunda es la constante diele´ctrica dependiente
de la frecuencia en la regio´n de transparencia (ω < ωij).
El modelo de Penn ha demostrado que la constante diele´ctrica de un semiconductor puede
ser calculada usando un modelo de electro´n libre isotro´pico conteniendo ua sola energ´ıa de
gap1 Eg. Salvo un factor de orden “unidad”, es posible obtener este resultado este resulta-
do de la ecuacio´n (6-4) dejando h¯ωij ≈ Eg donde Eg es la energ´ıa promedio de “gap”, la
ecuacio´n (6-4) se convierte en:
ǫ1(0) = 1 +
e2h¯2
π2mE2g
′∑
i.j
∫
BZ
d3k fα
ij(~k)
(6-5)
1diferencia de energ´ıa entre la parte superior de la banda de valencia y la parte inferior de la banda de
conduccio´n, esta presente en aislantes y semiconductores
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haciendo uso de la regla de la suma y observando que:
′∑
i.j
∫
BZ
d3k = 4π3nv (6-6)
donde nv es la densidad efectiva de electrones de valencia, (6-5) se reduce a:
ǫ1(0) = 1 +
(h¯ωp)
2
E2g
(6-7)
aqui ωp = 4πnve
2/m es la frecuencia del plasma de los electrones de valencia.
Para calcular la constante diele´ctrica dependiente de la frecuencia, observamos que para un
grupo sencillos de bandas de valencia y conduccio´n la ecuacio´n (6-4) puede ser reescrita
como:
ǫ1(ω) = 1 +
4πe2
Ωm
∑
~k
fα
cv(~k)
ω2
cv(~k)
− ω2 (6-8)
donde Ω es el volumen del cristal, y c y v denotan las bandas de conduccio´n y de valencia. Si
se aproxima la transicio´n interbanda importante en la zona de Brillouin por osciladores indi-
viduales y reconocer que cada electro´n de valencia contribuye con un oscilador, la ecuacio´n
(6-8) puede ser aproximada por:
ǫ1(ω) = 1 + ω
2
p
∑
n
fn
(ω2n − ω2)
(6-9)
la ecuacio´n (6-9) tiene la misma forma que la fo´rmula de dispersio´n de Kramers-Heisenberg
para un ensamble de a´tomos de´bilmente interactuantes. En esta u´ltima ecuacio´n fn es la
fuerza del oscilador ele´ctrico dipolar asociada con las transiciones a la frecuencia ωn. La
sumatoria de los osciladores ωn puede ser sensiblemente aproximada por ω < ωn mediante
el aislamiento del primer oscilador f1/(ω
2
1 − ω2) y combinando los te´rminos restantes en la
forma:
∑
n 6=1
(
fn
ω2n
)(
1 +
ω2
ω2n
)
(6-10)
combinando estas contribuciones de orden superior con el primer oscilador resonante y con-
servando te´rminos de orden ω2 entonces para el oscilador sencillo se obtiene la aproximacio´n:
ǫ1(ω) − 1 ≈ F
[E20 − (h¯ω)2]
(6-11)
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donde los dos para´metros E0 y F esta´n directamente relacionados para todo fn y ωn en
la ecuacio´n (6-9). La ecuacio´n (6-11) proporciona dos para´metros de aproximacio´n a bajas
energ´ıas ω < ωt al resultado teo´rico expresado por (6-4). La utilidad de (6-11) depende
claro, en las respuestas afirmativas a las siguientes dos preguntas: (i) Obedecen los so´lidos
reales la aproximacio´n de oscilador individual con “razonable” precisio´n?; y (ii) Los valores
experimentales de los para´metros E0 y F (o alguna combinacio´n) proporcionar nuevos co-
nocimientos sobre las propiedades o´pticas de la materia?. En un trabajo anterior afirmamos
que una respuesta positiva se podr´ıa dar a la primera pregunta para mas de 50 diferentes
cristales no-meta´licos io´nicos y covalentes, y se demostro´ experimentalmente que una com-
binacio´n experimental de los para´metros (Ed) = F/E0 obedece una extraordinaria simple
relacio´n emp´ırica para este mismo gran grupo de materiales. En te´rminos de la energ´ıa de
dispersio´n Ed la ecuacio´n (6-11) puede ser escrita en la forma:
n2 − 1 = E0Ed
[E20 − (h¯ω)2]
(6-12)
una verificacio´n de esta ecuacio´n puede ser obtenida graficando2 n2− 1 versus ω2 (o´ λ−2).La
l´ınea recta resultante arroja los valores de los para´metros E0 y Ed.
6.3. Transmisio´n para Pel´ıcula de ZnSe MMT
Como se mostro´ en la seccio´n 4.2.1 el me´todo para una barrera consiste en la multiplicacio´n
de tres matrices, dos para cada interface y una para la regio´n dentro de la barrera (4-38);
siguiendo este esquema, para el problema de una pel´ıcula delgada sobre un sustrato semi-
infinito figura (6-1), se tienen cuatro medios y tres interfaces, al igual que en las secciones
anteriores el primer y ultimo medio (aire) sera´ de iguales caracter´ısticas de acuerdo con el
experimento real.
As´ı, siguiendo los requerimientos de continuidad de las componentes tangenciales de los
campos ele´ctrico E y magne´tico H, la matriz de transferencia del sistema esta expresada
como:
(
E+4
E−4
)
= M(12) ·M (P2) ·M(23) ·M (P3) ·M(34)
(
E+1
E−1
)
(6-13)
donde Mi−j corresponde a la matriz para una interface de un medio i a un medio j de acuer-
do con (4-31), y MPj corresponde a la matriz de propagacio´n para un medio homoge´neo
2las gra´ficas y los valores de E0 y Ed para un total de ma´s de 50 materiales pueden verificarse en el articulo
[14] de 1971, de donde es tomado este fragmento
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Figura 6-1.: Esquema para radiacio´n normal incidente sobre pel´ıcula delgada (ZnSe) depo-
sitada sobre sustrato.
introducida en el capitulo 4 por la ecuacio´n (4-39). Esta serie de matrices pueden expre-
sarse en forma condensada mediante una matriz general que toma el nombre de matriz de
transferencia del sistema pel´ıcula-sustrato.
(
E+4
E−4
)
=MSistem
(
E+1
E−1
)
(6-14)
Los elementos deMSistem para el sistema (aire - pel´ıcula - sustrato - aire) quedan expresados
expl´ıcitamente como:
Ms11 = cos (k3b) cos (k2a)−
1
2
[
k2
k3
+
k3
k2
]
sin (k3b) sin (k2a) (6-15)
+
ı
2
[
k1
k3
+
k3
k1
]
cos (k2a) sin (k3b) +
ı
2
[
k1
k2
+
k2
k1
]
sin (k2a) cos (k3b)
Ms12 =
1
2
[
k3
k2
− k2
k3
]
sin (k3b) sin (k2a) (6-16)
+
ı
2
[
k2
k1
− k1
k2
]
cos (k3b) sin (k2a) +
ı
2
[
k3
k1
− k1
k3
]
sin (k3b) cos (k2a)
Ms12 =
1
2
[
k3
k2
− k2
k3
]
sin (k3b) sin (k2a) (6-17)
− ı
2
[
k2
k1
− k1
k2
]
cos (k3b) sin (k2a)− ı
2
[
k3
k1
− k1
k3
]
sin (k3b) cos (k2a)
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Ms22 = cos (k3b) cos (k2a)−
1
2
[
k2
k3
+
k3
k2
]
sin (k3b) sin (k2a) (6-18)
− ı
2
[
k1
k3
+
k3
k1
]
cos (k2a) sin (k3b)− ı
2
[
k1
k2
+
k2
k1
]
sin (k2a) cos (k3b)
para determinar el coeficiente de transmisio´n es posible deducirlo a partir de la ecuacio´n
(4-46) como se hizo para el caso de una barrera diele´ctrica, teniendo en cuenta que en un
medio homoge´neo Ts = |ts|2 = 1|Ms22|2 y (k4 = k1), (µ4 = µ1 ≈ 1) .
Ts =
µ1
µ4
Rek4z
Rek1z
|ts|2 (6-19)
Teniendo en cuenta que los materiales semiconductores presentan absorcio´n, el vector de
onda ~k2 dentro de la pel´ıcula de ZnSe se modela de forma compleja al igual que para el
modelo de Drude ecuacio´n (5-21), con la diferencia que n2 obedece al modelo deWemple and
Didomenico mediante la ecuacio´n (6-12) y κ es modelado a trave´s de una funcio´n exponencial
realizando la equivalencia con la atenuacio´n exponencial que sufre la onda electromagne´tica
dentro del material como se presento en la seccio´n 2.2.3.
e
− 2πκ
λ0
r
= c1 e
H
λ (6-20)
donde c1 es del orden de 10
−3 para la regio´n de absorcio´n fuerte entre 400 y 550 nm y H
toma valores entre (700 y 2000) dependiendo la regio´n3. De acuerdo con la ecuacio´n (4-46)
para la transmisio´n a partir del elemento M22 de M
Sistem, es posible obtener el coeficiente
de transmisio´n para una pel´ıcula que presenta absorcio´n4, en te´rminos de los ı´ndices de
refraccio´n de cada medio, espesor y longitud de onda λ incidente como:
Ts =
1
A+B + C +D + E + F +G+H
(6-21)
donde los te´rminos estara´n dados como:
A =
cos2 (γ)
2
[cos (α) + cosh (β)]
B =
cos2 (γ)
2
[h sinh (β)−m sin (α)]
C =
cos (γ) sin (γ)
2
[o sinh (β)− p sin (α)]
3estos valores fueron determinados a partir de ajustar los espectros experimental y teo´rico.
4como se expreso en la seccio´n 4.2.1 todos los desarrollos para la matriz de transferencia son va´lidos para
ı´ndices de refraccio´n tanto reales como complejos.
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D =
cosh (β)− cos (α)
8
[
q sin2 (γ) + r cos2 (γ)
]
E =
k13
4
cos (γ) sin (γ) [h sin (α) +m sinh (β)]
F =
cos (γ) sin (γ)
2
[cosh (β)− cos (α)] u
G =
k13 sin
2 (γ)
4
[p sinh (β) + o sin (α)]
H =
k213
8
sin2 (γ) [cosh (β) + cos (α)]
Donde
α =
2n2ωa
c
β =
2κωa
c
γ =
k3b
c
h =
κ(κ2 + n22 − n21)
n1(n22 + κ
2)
m =
n2(κ
2 + n22 + n
2
1)
n1(n22 + κ
2)
o =
κ(κ2 + n22 − n23)
n3(n22 + κ
2)
p =
n2(κ
2 + n22 + n
2
3)
n3(n22 + κ
2)
q =
n43 + 2n
2
3(n
2
2 − κ2) + (n22 + κ2)2
n3(n22 + κ
2)
r =
n41 + 2n
2
1(n
2
2 − κ2) + (n22 + κ2)2
n1(n
2
2 + κ
2)
u =
κ(n2κ(n
2
3 − n21)
n1n3(n
2
2 + κ
2)
k13 =
(
k1
k3
+
k3
k1
)
6.4. Simulacio´n de Espectros Obtenidos por MMT
La Figura (6-2) muestra una serie de espectros de transmisio´n t´ıpicos de pel´ıculas delgadas
de ZnSe depositados por evaporacio´n sobre vidrio, obtenidas mediante el uso de un espec-
trofoto´metro Perkin-Elmer Lambda 9. Los espectros de transmitancia o´ptica presentan una
regio´n transparente en el infrarrojo cercano (2000 a 2500 nm), indicando que la pel´ıcula no
absorbe luz en este rango de energ´ıa, entre (500-2000) se manifiesta una regio´n semitranspa-
rente, donde el material empieza a absorber luz, al seguir disminuyendo la longitud de onda
se presenta una zona de alta absorcio´n o absorcio´n fundamental (< 500nm), en donde la
transmitancia cae a cero debida a transiciones banda-banda en el semiconductor, todos los
espectros tienen el mismo comportamiento. Alrededor de 500 nm todos los espectros exhiben
un comportamiento lineal, el cual indica cualitativamente que se trata de un semiconductor
de gap de directo. Los ma´ximos y mı´nimos de interferencia son producidos por interferencia
constructiva y destructiva de haces reflejados en las interfaces aire/ZnSe y ZnSe/vidrio.
Los espectros de transmisio´n experimentales fueron simulados teo´ricamente por la ecuacio´n
(6-21) para determinar las propiedades o´pticas del material como: la variacio´n espectral de
la parte real del ı´ndice de refraccio´n, el coeficiente de absorcio´n y espesor de la muestra.
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Figura 6-2.: Espectros de transmitancia t´ıpicos para una serie de muestras de ZnSe de-
positados por evaporacio´n sobre sustratos a temperaturas de 200oC, 250oC y
350oC.
La figura (6-3) muestra la simulacio´n (l´ınea roja punteada) para el espectro de transmitancia
de la muestra de ZnSe a trave´s de la ecuacio´n (6-21), depositada a una temperatura de
sustrato de 250oC sobre la transmitancia experimental (l´ınea negra so´lida).
La figura (6-4) muestra como el ı´ndice de refraccio´n se incrementa con la temperatura de
sustrato, esto es posible atribuirlo a una mejora en la cristalinidad de las pel´ıculas depositadas
de ZnSe [10].
En la tabla (6-1) se reportan los valores de ı´ndice de refraccio´n y espesor de la pel´ıcula
delgada de ZnSe determinados mediante MMT, as´ı mismo se reportan valores comparativos
encontrados en un trabajo alterno de las mismas caracter´ısticas desarrollado tambie´n en la
Universidad Nacional [?].
Se observa un incremento del ı´ndice de refraccio´n con la temperatura para ambas series
de valores, sin embargo los simulados se encuentran por debajo de los reportados aunque
guardan la misma relacio´n de incremento entre ellos.
De los espectros se logra evidenciar una regio´n de alta absorcio´n para longitudes de ondas
menores a 500 nm. Para un semiconductor de gap directo, como es el caso de ZnSe, se calcula
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Figura 6-3.: Muestra de ajuste a trave´s de MMT (linea punteada roja) para espectro de
transmitancia de ZnSe a 250oC (l´ınea negra).
la brecha de energ´ıa prohibida (gap) por medio de la relacio´n.
(αhν)2 = An(hν −Eg) (6-22)
Donde h es la constante de Planck, ν es la frecuencia del foto´n, An es una constante la cual
surge a partir de la regla de oro de Fermi para transiciones electro´nicas banda-banda dentro
del marco de la aproximacio´n parabo´lica para la relacio´n de dispersio´n y Eg es la brecha de
energ´ıa prohibida o gap o´ptico del material.
En la figura (6-5), se muestra la curva (αhν)2 en funcio´n de hν, a partir de esta repre-
sentacio´n se determina el gap o´ptico, extrapolando la parte lineal de la curva con el eje x de
las energ´ıas para (αhν)2 = 0. El valor determinado para todas las muestras fue de 2,65 eV
el cual comparado con la literatura 5 [10, ?, ?] se encuentra dentro del rango.
Del tratamiento anterior es posible concluir como el me´todo de matriz de transferencia facilita
la caracterizacio´n de un material a trave´s de su espectro de transmitancia, cabe aclarar que
5el valor aceptado para el gap o´ptico del semiconductor ZnSe se encuentra en el rango (2,60 - 2,72)eV.
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Figura 6-4.: Simulacio´n de la variacio´n espectral del ı´ndice de refraccio´n como funcio´n de
la energ´ıa del foto´n.
este mismo trabajo tambie´n puede desarrollarse a partir del espectro de reflactancia. Por
otro lado es posible observar el buen ajuste que se logra en los espectros de transmitancia,
permitiendo un considerable grado de confiabilidad para las curvas de variacio´n espectral y
gap del material, sin embargo aunque para las tres muestras analizadas el gap puede diferir,
el modelo no percibe una variacio´n apreciable del mismo, registrando la misma curva para
la coeficiente de absorcio´n de las tres muestras de ZnSe figura (6-5).
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Tabla 6-1.: Valores simulados a trave´s de MMT para el ı´ndice de refraccio´n nω a (λ =
480nm), reportados en [?] y espesor a para pel´ıculas delgadas de ZnSe.
Temperatura (◦C) Refraccio´n MMT n(ω) Refraccio´n [?] n(ω) Espesor a (nm)
350 2,94 3,04 450
250 2,85 3,00 900
200 2,65 2,8 1000
0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0
0,0
5,0x1012
1,0x1013
1,5x1013
2,0x1013
   Ts
 200 ºC 
 250 ºC
 350 ºC
(
h
)
ev
.c
m
-1
h (ev)
2,65 eV
d
Figura 6-5.: Determinacio´n del gap o´ptico mediante aproximacio´n de transiciones directas
banda-banda (αhν)2 Vs hν
7. Cristales Foto´nicos
Los cristales foto´nicos esta´n compuestos de nanoestructuras diele´ctricas o metal-diele´ctricas
perio´dicas que afectan a la propagacio´n de las ondas electromagne´ticas (EM) del mismo
modo que el potencial perio´dico en un semiconductor afecta el movimiento de los electrones,
definiendo bandas de energ´ıa permitidas y prohibidas. Ba´sicamente, los cristales foto´nicos
contienen regiones internas con constantes diele´ctricas altas y bajas que se repiten de forma
regular. Las ondas de luz que tiene permitido propagarse se conocen como modos, los grupos
de modos forman las bandas. Las bandas de longitudes de ondas no permitidas se llaman
bandas prohibidas. Esto da lugar a diferentes feno´menos o´pticos como la inhibicio´n de emi-
sio´n esponta´nea, espejos de alta-reflexio´n omni-direccionales y gu´ıas de onda con perdidas
bajas, entre otros. Debido a que el feno´meno f´ısico esta´ basado en la difraccio´n, la longitud
de onda incidente debe estar en el orden de magnitud de la mitad de la longitud del periodo
de la estructura; es decir las regiones de constantes diele´ctricas altas y bajas que se repiten
han de tener las siguientes dimensiones: desde aproximadamente 200 nm (azul) hasta 350
nm (rojo) para cristales foto´nicos operando en la parte visible del espectro. Esto hace que la
elaboracio´n de cristales foto´nicos sea tediosa y dif´ıcil.
7.1. Cristales Foto´nicos en Una Dimensio´n
Los cristales foto´nicos deben ser entendidos como estructuras diele´ctricas de modulacio´n
perio´dica, donde para una dimensio´n el ı´ndice de refraccio´n varia justamente de esa manera,
presentando periodicidad en las propiedades o´pticas en una sola direccio´n. Por definicio´n
las propiedades o´pticas en las direcciones ortogonales a la que presenta periodicidad son
constantes; es decir que un cristal foto´nico uni-dimensional es posible construirlo a trave´s
del apilamiento de laminas diele´ctricas con diferentes indices de refraccio´n figura (7-68).
De esta manera es posible definir una celda unitaria para la cual la constante diele´ctrica
sera´ constante ǫ(z+d) = ǫ(z).
7.1.1. Ecuaciones de Maxwell para Cristales Foto´nicos
Para iniciar el calculo de las caracter´ısticas estructurales de un cristal foto´nico diele´ctrico
(1D), es necesario deducir las ecuacio´n de onda del sistema de las ecuaciones de Maxwell; para
esto es necesario establecer condiciones al medio de isotrop´ıa, no conduccio´n y no magne´tico.
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Figura 7-1.: Estructura de un medio estratificado perio´dico infinito. Compuesto de dos
capas de espesor d1 y d2, e ı´ndices de refraccio´n n1 y n2.
Al igual que en las secciones anteriores se escogen campos ele´ctrico y magne´tico complejos
de la forma:
~E(r,t) = ~E(r).e
iωt (7-1)
~H(r,t) = ~H(r).e
iωt (7-2)
Las ecuaciones materiales para medios no magne´ticos esta´n descritos de la forma:
~B(r,t) = µ0 ~H(r,t) (7-3)
~D(r,t) = ǫ(r)ǫ0 ~E(r,t) (7-4)
donde µ0 es la permeabilidad del vacio ǫr y ǫ0 son la permitividad relativa y la constante
diele´ctrica respectivamente. Para medios no magne´ticos la permeabilidad relativa es igual a
1. Ahora si se substituyen las ecuaciones materiales en las ecuaciones de Maxwell, se obtiene:
▽× ~H(r,t) =
∂ǫ(r)ǫ0 ~E(r,t)
∂t
(7-5)
▽× ~E(r,t) =
∂µ0 ~H(r,t)
∂t
(7-6)
▽× ~H(r) = iωǫ0ǫ(r) ~E(r) (7-7)
▽× ~E(r) = iωµ0 ~H(r) (7-8)
para el campo ele´ctrico ~E tomando el rotacional de (7-8), y reemplazando la ecuacio´n (7-7),
es posible definir la ecuacio´n de onda como:
▽× (▽× ~E(r)) = iωµ0(▽× ~H(r)) (7-9)
= (iω)2ǫ0µ0ǫ(r) ~E
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▽2 ~E(r) = −ω
2
c2
ǫ(r) ~E(r) (7-10)
utilizando el mismo procedimiento para ~H tenemos 1:
▽2 ~H(r) = −ω
2
c2
~H(r) (7-11)
Resolviendo esta ecuacio´n es posible encontrar la transmitancia y reflactancia de una estruc-
tura finita as´ı como las frecuencias propias de una estructura infinita.
Considerando una estructura multicapas uni-dimensional finita, la descripcio´n de la propa-
gacio´n de la radiacio´n dentro de esta estructura puede ser determinada mediante la solucio´n
de la ecuacio´n de Helmholtz escrita de la forma:
∂2Ez
∂z2
=
ω2
c2
ǫr(z) ~Ez (7-12)
donde ǫ(z+d) = ǫz corresponde a la constante diele´ctrica perio´dica dentro del sistema
2.
As´ı estas ecuaciones definen un cristal foto´nico en una dimensio´n, desde un punto de vista
electrodina´mico. La solucio´n a esta ecuacio´n para un sistema uni-dimensional consiste en la
deduccio´n de las amplitudes de onda incidentes y reflejadas dentro de cada capa.
Las estructuras estratificadas (multicapa) se encuentran definidas por los para´metros como
espesor de las capas, ubicacio´n e ı´nides de refraccio´n.
Teorema de Bloch
Existe un paralelo entre la ecuacio´n de Schro¨dinger para electrones no-interactuantes sujetos
a un potencial perio´dico (f´ısica de semiconductores [?]) y los cristales foto´nicos.
− h¯
2
2m
∂2
∂z2
ψ(z) = [E − V(z)]ψ(z) (7-13)
donde al igual que para la ecuacio´n de onda definida para el cristal foto´nico, V(z+d) = V(z) es
una funcio´n perio´dica (potencial).
Segu´n el teorema de Bloch, la forma mas general de escribir una solucio´n para potenciales
perio´dicos, es de la forma:
1para el caso de la propagacio´n de la radiacio´n con amplitud constante, no es necesario la solucio´n de la
ecuacio´n no estacionaria, as´ı es mejor definir la ecuacio´n de Helmholtz independiente del tiempo
2Lo que expresa una variacio´n perio´dica de las propiedades del medio u´nicamente en una direccio´n
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ψk(z) = Ukz(z)e
−ikz ·z (7-14)
donde Ukz(z+d) = Ukz(z) es una funcio´n perio´dica (de periodo d) al igual que ǫr(z) y kz es
conocida como el nu´mero de onda de Bloch.
De esta forma es posible establecer las equivalencias como:
ψ(z) =⇒ Ez (7-15)
V(z) =⇒ ǫ(z) (7-16)
E =⇒ ω (7-17)
de acuerdo con lo anterior la solucio´n a la ecuacio´n de onda para un cristal foto´nico tendra´ la
forma:
Ek(z) = Ekz(z)e
−ikz ·z (7-18)
7.2. MMT y Cristales Foto´nicos Uni-dimensionales
Figura 7-2.: Descripcio´n de celda unitaria de periodo espacial d, para un medio estratificado
perio´dico en una dimensio´n.
Recordando las secciones anteriores se tiene que la matriz de transferencia en te´rminos
generales calcula los campos totales del lado izquierdo y derecho a la interface o barrera segu´n
sea el problema, as´ı para el caso de una barrera inmersa dentro de un medio homoge´neo se
tiene en forma general:
[
an−1
bn−1
]
=
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
] [
an
bn
]
(7-19)
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de esta forma si se tiene un arreglo multicapas, es posible definir una celda unitaria compuesta
por dos capas de ancho d1 y d2, donde d = d1+ d2 corresponde al periodo de acuerdo con la
figura (7.2).
As´ı el campo ele´ctrico de la ene´sima celda unitaria puede escribirse como:
E(z) =
{
ane
−ik1z(x−nd) + bne
−ik1z(x−nd) , nd− d1 < z < nd
cne
−ik1z(x−nd+d1) + fne
−ik1z(x−nd+d1) , (n− 1)d < z < nd− n1 (7-20)
donde es posible determinar la relacio´n para las amplitudes de la onda en la ene´sima n y
(n− 1) celda, mediante
[
an
bn
]
=M
[
an−1
bn−1
]
(7-21)
donde M corresponde a la matriz de transferencia de la celda unitaria que relaciona la
amplitudes de onda incidentes an−1 y reflejadas bn−1 sobre una capa de la celda unitaria con
los de la capa equivalente en la siguiente celda unitaria (por ejemplo sobre el primer medio
n2 de la figura 7.2). Debido a que esta matriz relaciona los campos de dos celdas equivalentes
con el mismo ı´ndice de refraccio´n, esta corresponde a una matriz ortogonal (de determinante
igual a uno).
La condicio´n de periodicidad Ek(z+d) = Ek(z) para el teorema de Bloch establece que el campo
solo puede diferir por una fase e−ikd en una translacio´n d.
[
an
bn
]
= e−ikd
[
an−1
bn−1
]
(7-22)
de acuerdo con (7-19) y (7-22) el vector columna de onda de Bloch satisface el problema de
valores propios.
[
M11 M12
M21 M22
] [
an
bn
]
= eikd
[
an
bn
]
(7-23)
donde eikd corresponde al valor propio de la matriz M que en forma general esta dado como:
eikd(1,2) =
1
2
[
TrM ±
√
Tr2M − 4detM
]
(7-24)
La ecuacio´n (7-24) arroja la relacio´n de dispersio´n entre las cantidades k3, ω y kz para la
funcio´n de onda de Bloch.
3K corresponde al numero de onda de Bloch
7.2 MMT y Cristales Foto´nicos Uni-dimensionales 85
De manera expl´ıcita el problema de valores propios se expresa como:
[M − e−ikd · I]
[
an
bn
]
= 0 (7-25)
∣∣∣∣ 1t∗ − e−ikd rtr∗
t∗
1
t
− e−ikd
∣∣∣∣ = (e−ikd)2 −
(
1
t∗
+
1
t
)
e−ikd +
(
1
t∗t
− r
∗r
t∗t
)
= 0 (7-26)
de esta forma se tiene una ecuacio´n cuadratica para e−ikd de segundo grado, donde la solucio´n
general indica.
e−ikd =
(
1
t∗
+ 1
t
)±√( 1
t∗
+ 1
t
)2 − 41−r∗r
t∗t
2
(7-27)
e−ikd =
Re
(
1
t
)±√( t+t∗
tt∗
)2 − 4 tt∗
tt∗
2
(7-28)
e−ikd = Re
(
1
t
)
± ı
√
1−
[
1
2
Re
(
1
t
)]2
(7-29)
teniendo en cuenta para el termino:
[
1
2
Re
(
1
t
)]2
< 1 (7-30)
Re
[
1
t
]
< 2 (7-31)
la ecuacio´n (7-27) siempre permanece compleja, as´ı que es necesario igualar una a una las
partes reales e imaginarias para encontrar las componentes de la relacio´n de dispersio´n:
cos (kd) = Re
(
1
t
)
(7-32)
sin (kd) =
√
1−
(
1
2
Re
(
1
t
))2
(7-33)
Donde los valores reales corresponden a la existencia y propagacio´n de ondas de Bloch y los
valores imaginarios hacen referencia a ondas de Bloch evanescentes, lo que pone de manifiesto
la existencia de frecuencias prohibidas. Sin embargo se asume que la relacio´n de dispersio´n
es completamente real.
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7.3. Estructura de Bandas
Para los cristales foto´nicos al igual que para los materiales semiconductores existe una bien
conocida estructura de bandas separada por regiones de energ´ıa en las que no existen orbi-
tales electro´nicos ondulatorios (para semiconductores), a estas regiones no permitidas se les
denomina bandas prohibidas; as´ı mismo ha sido propuesto la existencia de cristales para los
cuales la propagacio´n de ciertos rangos de frecuencia de la luz a trave´s del cristal podr´ıan
estar prohibidos [1].
La estructura de bandas ofrece una informacio´n completa acerca del comportamiento de la
radiacio´n cuando se propaga al interior de un cristal en una direccio´n espec´ıfica. Usando la
estructura de bandas los valores de los para´metros de un cristal pueden ser determinados
con precisio´n para cada aplicacio´n del mismo.
Al igual que en la seccio´n 4.2.1 donde se definio´ la matriz de transferencia para una barrera
diele´ctrica, es posible hacerlo ahora para lo que se denomina una celda unitaria, la cual es la
unidad que se repite dentro del cristal y con la cual se es posible construir todo el material.
De esta manera la onda primero se propaga del medio 1 al medio 2 a trave´s de la interface
(1-2), luego viaja dentro del medio 2 y finalmente viaja de medio 2 al 1 propagandose en
este ultimo. La matriz de transferencia para este arreglo es similar a la ecuacio´n (4-38) con
la diferencia de que debe agregarse una ultima matriz de propagacio´n perteneciente al medio
1, as´ı el arreglo puede determinarse como:
M = M1−2P
2M2−1P
1 (7-34)
donde M1−2 en te´rminos generales de los ı´ndices de refraccio´n (para materiales diele´ctricos)
y de acuerdo con (4-30) se puede escribir como:
Mi−j =
1
2ni
(
ni + nj ni − nj
ni − nj ni + nj
)
(7-35)
para la matriz de propagacio´n se tiene:
P j =
(
e−ıφj 0
0 eıφj
)
(7-36)
as´ı finalmente la matriz para una celda unitaria se define como:
M =
1
2n1
(
n1 + n2 n1 − n2
n1 − n2 n1 + n2
)(
e−ıφ2 0
0 eıφ2
)
1
2n2
(
n2 + n1 n2 − n1
n2 − n1 n2 + n1
)(
e−ıφ1 0
0 eıφ1
)
(7-37)
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M =
1
4n1n2
(
(n1 + n2)e
−ıφ2 (n1 − n2)eıφ2
(n1 − n2)e−ıφ2 (n1 + n2)eıφ2
)(
(n2 + n1)e
−ıφ1 (n2 − n1)eıφ1
(n2 − n1)e−ıφ1 (n2 + n1)eıφ1
)
(7-38)
De acuerdo con la definicio´n de la matriz de transferencia para un medio homoge´neo como:
M =
(
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
)
(7-39)
es posible definir 1
t
como la relacio´n de dispersio´n de acuerdo con (7-30) como:
1
t
=
1
4n1n2
[
(n1 − n2)(n2 − n1)eı(φ1−φ2) + (n1 + n2)(n2 + n1)eı(φ1+φ2)
]
(7-40)
=
(n1 + n2)
2
4n1n2
eı(φ1+φ2) − (n1 − n2)
2
4n1n2
eı(φ1−φ2) (7-41)
as´ı para la relacio´n de dispersio´n determinada anteriormente tenemos:
Re
(
1
t
)
=
(n1 + n2)
2
4n1n2
cos (φ1 + φ2)− (n1 − n2)
2
4n1n2
cos (φ1 − φ2) (7-42)
en te´rminos generales de los vectores de onda esta ecuacio´n se escribe como:
Re
(
1
t
)
=
(k1 + k2)
2
4k1k2
cos (k1d1 + k2d2)− (k1 − k2)
2
4k1k2
cos (k1d1 − k2d2) (7-43)
a partir de la identidad trigonometrica cos (a+ b) = cos (a) cos (b)− sin (a) sin (b) se tiene:
=
k21 + 2k1k2 + k
2
2 − k21 + 2k1k2 − k22
4k1k2
[cos (k1d1) cos (k2d2)] (7-44)
−k
2
1 + 2k1k2 + k
2
2 + k
2
1 − 2k1k2 + k22
4k1k2
[sin (k1d1) sin (k2d2)]
= cos (k1d1) cos (k2d2)−
(
k21 + k
2
2
2k1k2
)
sin (k1d1) sin (k2d2)
= cos (k1d1 + k2d2) + sin (k1d1) sin (k2d2)−
(
k21 + k
2
2
2k1k2
)
sin (k1d1) sin (k2d2)
= cos (k1d1 + k2d2)−
(
k21 − 2k1k2 + k22
2k1k2
)
sin (k1d1) sin (k2d2)
Finalmente para la relacio´n de dispersio´n se encuentra:
Re
(
1
t
)
= cos (kd) = cos (k1d1 + k2d2)−
[
(k1 − k2)2
2k1k2
]
sin (k1d1) sin (k2d2) (7-45)
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7.4. Interpretacio´n de la Relacio´n de dispersio´n
Esquema de la zona reducida
Existe otra forma de representar la relacio´n de dispersio´n, la cual sera´ u´til en otorgar algo
mas de claridad sobre un cristal foto´nico. Considerando fijar k′ = k+mg dondem = 1, 2, 3, ...
La solucio´n se podra´ expresar como:
E(z) = Pk′(z)e
−ık′·z (7-46)
= Pk+g(z)e
−ımgze−ıkz
de esta forma es posible observar que la nueva funcio´n tiene la misma periodicidad que la
original.
Pk+g(z+d) = e
−ımg(z+d) = Pk+g(z)e
−ımgz e−ımgd︸ ︷︷ ︸
e
−ım 2π
d
d=1
(7-47)
Asi es posible obtener finalmente:
P(m,k)(z) = Pk+mg(z)e
ımgz (7-48)
E(z) = Pm,k(z)e
ıkz (7-49)
Con ayuda de esta transformacio´n, es posible proyectar la relacio´n de dispersio´n dentro de
la zona de Brillouin.
As´ı es de resaltar que se ha obtenido una estructura de bandas [?].
Por otro lado recordando la ecuacio´n fundamental.
∇×∇× ~E = −ω
2
c2
ǫ ~E (7-50)
es posible ver a 1
ǫ(~r)
∇ × ∇ como un operador, ~E como una eigen-funcio´n y −ω2
c2
como un
eigen-valor.
Por consiguiente ω representa un modo de la onda, y la relacio´n de dispersio´n permite de-
terminar cuantos modos se presentan para cada k.
En otras palabras se observa que existen modos ω0, ω1 y ω2 para un k escogido figura (7-3).
Tambie´n es de observar la existencia de bandas prohibidas : regiones para las cuales no existen
modos de ω. Esto significa que para frecuencias de las ondas dentro de la banda prohibida
ocurre la reflexio´n total.
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Figura 7-3.: Estructura de bandas (frecuencia normalizada Vs vector de onda) para un
cristal foto´nico con celda unitaria bicapa de ı´ndices de refraccio´n n1 = 1,
n2 = 9 y espesores d1 = 200nm y d2 = 800nm
7.5. Transmitancia y Reflactancia
Para determinar la transmitancia y reflactancia de un cristal foto´nico diele´ctrico uni-dimensional,
resulta mas favorable identificar la estructura como una rejilla finita que comprende N seg-
mentos geome´tricos ide´nticos o celdas unitarias, en lugar de observar una infinidad extendida
de Espejos de Bragg.
Figura 7-4.: Arreglo de N segmentos ide´nticos, representados como una rejilla, donde M0
corresponde a la unidad de composicio´n o celda unitaria.
As´ı de acuerdo con la multiplicacio´n de matrices para mu´ltiples potenciales mostrada en la
seccio´n 3.4.1, para N segmentos (en el caso electromagne´tico) se debe determinar la matriz
de transferencia asociada MN0 teniendo en cuenta que se propone la matriz M0 como la
matriz de transferencia por segmento (o celda unitaria).
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M0 =
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
(7-51)
Para obtener una expresio´n valida de la transmitancia en funcio´n del nu´mero de segmentos
N y los dema´s para´metros libres (´ındices de refraccio´n y espesores) del sistema, existe la
identidad conocida como identidad de Chebyshev [15] la cual relaciona la ene´sima potencia
de la matriz de transferencia como:
MN0 =
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]N
=
[ (
1
t∗
)
UN − UN−1
(
r
t
)
UN(
r∗
t∗
)
UN
(
1
t
)
UN − UN−1
]
(7-52)
donde la funcio´n UN = UN(q) esta definida como:
UN =
sin (N.ql)
sin (ql)
(7-53)
y ql esta dado por los autovalores de la matriz de transferencia M0
Tr[M0] = λ1 + λ2 = 2 cos (ql) (7-54)
Sin embargo es posible obtener la ecuacio´n (7-52) de la matriz de transferenciaM0, partiendo
de escribir la identidad de Chebishev (7-52) como:
MN0 = ΨNM0 −ΨN−1I (7-55)
donde ΨN =
sin (NΦ)
sin (Φ)
y cos (Φ) = Re(1
t
) de acuerdo con al ecuacio´n (7-45).
Asumiendo que la identidad es valida para N = 2, la relacio´n expl´ıcitamente a partir de la
ecuacio´n (7-52) estara´ determinada como:
M20 =
sin (2Φ)
sin (Φ)︸ ︷︷ ︸
2 sin (Φ) cos (Φ)
sin (Φ)
=2 cos (Φ)=2Re( 1
t
)
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
−
[
1 0
0 1
]
(7-56)
Ahora la ecuacio´n (7-56) es posible derivarla de M20 =M0M0 como sigue:
M20 =
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
·
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
=
[
1
(t∗)2
+ 1−|t|
2
|t|2
r
|t|2
+ r
t2
r∗
(t∗)2
+ r
∗
|t|2
1−|t|2
|t|2
+ 1
t2
]
(7-57)
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M20 =
[
1
(t∗)2
+ 1
|t|2
− 1 r
|t|2
+ r
t2
r∗
(t∗)2
+ r
∗
|t|2
1
|t|2
+ 1
t2
− 1
]
=

 1(t∗)2 + 1tt∗ − 1
× t
t︷ ︸︸ ︷
r
tt∗
+
r
t2
r∗
t∗
(
1
t∗
+ 1
t
)
1
tt∗
+ 1
t2
− 1

 (7-58)
M20 =
[
1
t∗
(
t+t∗
tt∗
)
r
t
(
t+t∗
tt∗
)
r∗
t∗
(
t+t∗
tt∗
)
1
t
(
t+t∗
tt∗
) ]− [ 1 0
0 1
]
(7-59)
M20 =
(
t+ t∗
tt∗
)[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
− I (7-60)
de acuerdo con la ecuacio´n (7-56),
(
t + t∗
tt∗
)
= 2Re
(
1
t
)
(7-61)
Teniendo en cuenta para la suma de nu´meros complejos:
Z + Z∗ = (a + ıb) + (a− ıb) = 2Re[Z]
t+ t∗ = 2Re[t] (7-62)
2Re
[
1
t
]
=
1
t
+
1
t∗
=
t+ t∗
tt∗
(7-63)
de acuerdo a lo anterior la proposicio´n se cumple para N = 2, as´ı que se asume que es valida
para N − 1 como:
MN−10 = ΨN−1M0 −ΨN−2 · I (7-64)
Entonces multiplicando por M0 se obtiene:
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M0M
N−1
0 = ΨN−1M0M0 −ΨN−2 ·M0 = MN (7-65)
=
sin (N − 1)Φ
sin (Φ)

2 cos (Φ)
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
︸ ︷︷ ︸
M0
−I

− sin (N − 2)Φsin (Φ)
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
︸ ︷︷ ︸
M0
=
[
2 sin (N − 1)Φ cos (Φ)
sin (Φ)
− sin (N − 2)Φ
sin (Φ)
]
M0 − sin (N − 1)Φ
sin (Φ)︸ ︷︷ ︸
ΨN−1
·I
= 2 sin (NΦ) cos2 (Φ)− 2 cos (NΦ) cos (Φ) sin (Φ)− sin (NΦ) cos (2Φ)
+ cos (NΦ) sin (2Φ)
[
M0
sin (Φ)
]
−ΨN−1 · I
=
sin (NΦ)
sin (Φ)
[
2 cos2 (Φ)− cos (2Ψ)]M0 −ΨN−1 · I
=
sin (NΦ)
sin (Φ)
[
2 cos2 (Φ)− 2 cos2 (Ψ) + 1]M0 −ΨN−1 · I
=
sin (NΦ)
sin (Φ)
M0 −ΨN−1 · I
As´ı finalmente de la suposicio´n inicial se obtiene:
M0M
N−1
0 =
sin (NΦ)
sin (Φ)
M0 − sin ((N − 1)Φ)
sin (Φ)
· I
ΨNM0 −ΨN−1I =MN0 (7-66)
confirmando la suposicio´n inicial como verdadera 4.
Ahora s´ı MN0 corresponde a la matriz de transferencia para un sistema de N segmentos, es
posible escribirla en forma matricial como:
MN0 =
[
1
t∗N
rN
tN
r∗N
t∗N
1
tN
]
[
1
t∗N
rN
tN
r∗N
t∗N
1
tN
]
= ΨN
[
1
t∗
r
t
r∗
t∗
1
t
]
−
[
ΨN−1 0
0 ΨN−1
]
(7-67)
4otra comprobacio´n de la identidad de Chebishev puede revisarse en [8] cap´ıtulo 1
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De la anterior relacio´n es posible determinar las amplitudes de transmisio´n y reflexio´n igua-
lando termino a termino, as´ı tN y rN estara´n expresadas en te´rminos de t y r como:
1
tN
=
ΨN
t
−ΨN−1
rN
tN
= ΨN
r
t
(7-68)
ahora para determinar el coeficiente de transmisio´n TN = |tN |2 despejamos de 7-68 tN como:
rN
tN
= ΨN
r
t
(7-69)
tN =
rN t
ΨNr
|tN |2 = (rN · r
∗
N)
T︷︸︸︷
t · t∗
Ψ2N (r · r∗)︸ ︷︷ ︸
R
=
|rN |2 · T
Ψ2N(1− T )
|tN |2 = (1− |tN |
2)T
Ψ2N(1− T )
TN =
(1− |tN |2)T
Ψ2N(1− T )
=
T − TTN
Ψ2N(1− T )
TN
(
1 +
T
Ψ2N(1− T )
)
=
T
Ψ2N(1− T )
TN =
T
Ψ2N(1− T ) + T
(7-70)
la reflactancia puede ser determinada a partir de RN = 1−TN para un sistema sin perdidas.
RN =
Ψ2N
R︷ ︸︸ ︷
(1− T )+T − T
Ψ2N (1− T )︸ ︷︷ ︸
R
+T
(7-71)
=
Ψ2NR
(1− R) + Ψ2NR
(7-72)
RN =
Ψ2NR
(1−R) + Ψ2NR
(7-73)
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La deduccio´n anterior corresponde a la transmitancia y refractaria para un sistema perio´dico
de N celdas ide´nticas, el cual tambie´n puede determinarse mediante el desarrollo de los po-
linomios de Chebyshev estableciendo relaciones de recurrencia para los elementos de la celda
unitaria.5. A continuacio´n se simulan los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n encontrados
ecuaciones (7-70) y (7-73) para un cristal foto´nico diele´ctrico de 10 y 50 celdas.
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Figura 7-5.: Espectro de transmisio´n para N = 10 periodos, con ondas incidentes tipo
TE, los indices de refraccio´n corresponden a n1 = 1,5 y n2 = 4, el a´ngulo de
incidencia es de 0o y los espesores de las capas son d1 = d2 =
π
2
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Figura 7-6.: Espectro de reflexio´n para N = 10 periodos, con ondas incidentes tipo TE, los
indices de refraccio´n corresponden a n1 = 1,5 y n2 = 4, el a´ngulo de incidencia
es de 0o y los espesores de las capas son d1 = d2 =
π
2
5ve´ase Fundamentos de F´ısica Cua´ntica, Pedro Pereira Padilla, Reverte´ 2011, Capitulo 5
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Figura 7-7.: Espectro de reflexio´n para N = 50 periodos, con ondas incidentes tipo TE, los
indices de refraccio´n corresponden a n1 = 1,5 y n2 = 9, el a´ngulo de incidencia
es de 0o y los espesores de las capas son d1 = d2 =
π
2
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Figura 7-8.: Espectro de transmisio´n para N = 10 periodos, con ondas incidentes tipo TE,
los ı´ndices de refraccio´n corresponden a n1 = 1,5, n2 = 2, a´ngulo de incidencia
θ1 = 60
o y espesores d1 = 500nm y d2 = 1000nm.
Ahora al igual que para el caso del comportamiento de la constante diele´ctrica ǫ(ω) con
la frecuencia, para los sistemas perio´dicos surgen regiones de diferente clase de dispersio´n,
s´ı se observa el factor de interferencia ΨN el cual depende de Φ = cos
−1 (Re(1
t
)) posee dos
regimenes de comportamiento.
96 7 Cristales Foto´nicos
110 115 120
Λ
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
Reflexión
Figura 7-9.: Espectro de reflexio´n para N = 10 periodos, con ondas incidentes tipo TE, los
ı´ndices de refraccio´n corresponden a n1 = 1,5 y n2 = 2, a´ngulo de incidencia
θ1 = 60
o y espesores d1 = 500nm y d2 = 1000nm.
Regimen Normal: Este regimen tiene lugar cuando Φ es real y los segmentos exiben
transmisio´n y reflexio´n parcial.
Re´gimen Ano´malo:Este regimen tiene lugar cuando Φ es complejo y ΨN puede ser
extremadmente grande, correspondiendo a reflexio´n total.
7.5.1. Regimen Normal
|Re
(
1
t
)
| ≤ 1 =⇒ Φ = arc cos
[
Re
(
1
t
)]
∈ R (7-74)
ΨN =
sin (NΦ)
(sin Φ)
(7-75)
Recordando a RN como:
RN =
Ψ2NR
(1− R) + Ψ2NR
(7-76)
Donde es de observar que la u´nica forma de obtener la reflexio´n total sera´ es para R = 1,
as´ı cada celda unitaria sera´ un espejo de Bragg con reflactancia perfecta. Para valores menores
de R ≤ 1 el sistema presentara´ tanto transmisio´n como reflexio´n si se trata de un diele´ctrico
puro.
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7.5.2. Re´gimen Ano´malo
|Re
(
1
t
)
| ≥ 1 =⇒ Φ = arc cos
[
Re
(
1
t
)]
∈ C (7-77)
Φ = ΦR + ıΦi (7-78)
Mediante la identidad cos (ΦR + ıΦi) = cos (ΦR) cosh (Φi)− ı sin (ΦR) sinh (Φi)
Por consiguiente para la relacio´n de dispersio´n se tiene:
cos (Φ) = Re
(
1
t
)
= cos (ΦR) cosh (Φi)− ı sin (ΦR) sinh (Φi) (7-79)
igualando parte real e imaginaria una a una se tiene:
cos (ΦR) cosh (Φi) = Re
(
1
t
)
(7-80)
sin (ΦR) sinh (Φi) = 0 (7-81)
donde Φi = 1 y ΦR = mπ con m = 0, 1, 2, ... es condicio´n para que se cumpla 7-76, esto
significa que ΦR = ±1 y
± cosh (Φi) = Re
(
1
t
)
(7-82)
cosh (Φi) = |Re
(
1
t
)
| (7-83)
usando la identidad sin (ΦR + ıΦi) = sin (ΦR) cosh (Φi) + ı cos (ΦR) sinh (Φi) y ΦR = mπ, se
tiene:
ΨN =
0︷ ︸︸ ︷
sin (N ·mπ) cosh (NΦi) + ı cos (N ·mπ) sinh (NΦi)
sin (mπ)︸ ︷︷ ︸
0
cosh (Φi) + ı cos (mπ) sinh (Φ)
(7-84)
ΨN = ±sinh (NΦ)
sin (Φ)
(7-85)
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observando esta ultima ecuacio´n se tiene que:
sinh (NΦi) =
eNΦ − e−NΦ
2
(7-86)
por consiguiente sinh crece exponencialmente con N para valores grandes de N , haciendo
|ΨN | mucho mas grande que N .
RN =
Ψ2NR
(1− R) + Ψ2NR
≈ 1 (7-87)
es decir que hay reflactancia total au´n cuando R es pequen˜a.
Debido a que Φ depende de t el cual a su vez depende de la frecuencia el re´gimen normal y
ano´malo corresponden a distintas bandas espectrales. La figura (7-10) muestra el espectro
1 2 3 4 5
Ω
Ω0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
Transmision
Figura 7-10.: Espectro de transmisio´n para N = 10 periodos, con ondas incidentes tipo
TE, los ı´ndices de refraccio´n corresponden a n1 = 1,5, n2 = 4, a´ngulo de
incidencia de 0o y espesores de las capas son d1 = d2 =
π
2
.
de transmisio´n para el re´gimen ano´malo de acuerdo con la ecuacio´n (7-85), para los mismos
valores de la figura (7-5). Es de observar que la transmitancia crece de manera exponencial
para valores pequen˜os de N , haciendo que esta´ este muy bien definida en los mismos valores
centrales de ω
ω0
= 2, 4...Es de gran importancia observar que no existen bandas de frecuencias
permitidas, sino por el contrario valores bien definidos de frecuencias de transmisio´n, mientras
que para las frecuencias prohibidas o de reflexio´n existe un amplio espectro.
8. Conclusiones y recomendaciones
8.1. Conclusiones
El me´todo de matriz de transferencia MMT se presenta como una herramienta efectiva en el
tratamiento de problemas de propagacio´n de ondas para diferentes casos un´ı-dimensionales.
En el presente trabajo a partir de la implementacio´n de este me´todo se realizo´ la simulacio´n
de coeficientes de transmisio´n y reflexio´n para diferentes materiales y tipos de estructu-
ras, desde interfaces, barreras hasta llegar a estructuras perio´dicas conocidas como cristales
foto´nicos diele´ctricos 1D.
Para materiales diele´ctricos ademas de demostrar una mayor eficiencia en los ca´lculos com-
parado con los me´todos tradicionales, el MMT permitio´ mostrar el feno´meno de interfe-
rencia conocido como interferencia Fabry - Pero´t caracterizando su frecuencia en te´rminos
de los para´metros de la estructura. As´ı mismo se demostro´ el feno´meno de tunelaje (ma´s
comu´nmente demostrado en la parte cua´ntica) para el caso electromagne´tico y su dependen-
cia con el a´ngulo de incidencia y las permitividades de los medios.
Para materiales meta´licos fue de gran importancia demostrar como los ca´lculos para la ma-
triz de transferencia de un sistema, pueden ser considerados au´n cuando los medios presenten
absorcio´n como es el caso para estos materiales. De esta manera se simularon los coeficien-
tes de transmisio´n y reflexio´n para un material meta´lico representativo como lo es la Plata
Au, a partir de los ca´lculos y de valores caracter´ısticos (frecuencia de plasma, coeficiente de
relajacio´n) reportados para este material.
Para el caso o´ptico (tema central de este trabajo) mediante el MMT fue posible entender
el comportamiento de la propagacio´n de la radiacio´n a trave´s de barreras construidas con
materiales diele´ctricos, meta´licos y semiconductores con el fin de verificar el me´todo y sus
alcances desde el punto de vista no so´lo matema´tico sino f´ısico. Para el caso de los materiales
semiconductores se realizo una aplicacio´n del me´todo desarrollado gracias a la colaboracio´n
del profesor Ph D Nestor Jaime Torres, quien de forma atenta se intereso´ en el MMT por su
practicidad en la caracterizacio´n o´ptica de pel´ıculas delgadas semiconductoras (materiales
de gran relevancia por su amplia aplicacio´n). De esta manera se caracterizaron pel´ıculas
delgadas de ZnSe determinando a trave´s del me´todo las curvas de variacio´n de ı´ndice de
refraccio´n y el gap del material de forma sencilla y veraz.
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En la seccio´n de cristales foto´nicos diele´ctricos 1D, se estudiaron a partir de las ecuaciones
de Maxwell, el teorema de Bloch (para sistemas perio´dicos) y el MMT, luego a parir de estos
resultados se establecio´ la estructura de bandas (caracter´ıstica intr´ınseca de estos medios) y
se simularon los coeficientes de transmisio´n y reflexio´n para un nu´mero de celdas finitas que
componen dicha estructura. Es de resaltar como a partir de la identidad de Chebishev es
posible determinar la transmitancia y reflactancia en te´rminos del nu´mero de celdas unita-
rias y la transmitancia para una de ellas, condensando au´n mas el tratamiento de problemas
sobre estas estructuras.
8.2. Recomendaciones
El presente trabajo realiza una introduccio´n al tema de la Foto´nica a partir del estudio de
la propagacio´n de la radiacio´n sobre medios estratificados, por este motivo las expectativas
que pretende generar para futuros trabajos son amplias. Aunque se estudian varios temas,
es posible centrarse sobre problemas mas espec´ıficos dentro de uno de ellos, por ejemplo en
la caracterizacio´n de pel´ıculas delgadas semiconductoras quedan abiertos temas como: mo-
dificacio´n del me´todo hacia pel´ıculas que presenten rugosidades, pel´ıculas depositadas sobre
sustratos con imperfecciones, materiales con contribuciones de gap indirecto y/o estudio de
estructuras perio´dicas semiconductoras entre otros.
En el tema de cristales foto´nicos las expectativas son au´n mayores, ya que es posible extender
el tratamiento a estructuras en dos y tres dimensiones, o estructuras con imperfecciones o
dopajes. As´ı mismo esta abierta la posibilidad del estudio de cristales con caracter´ısticas
atractivas como permitividades negativas, medios dispersivos (left-handed material), mate-
riales magne´ticos, meta´licos o magnetoresistentes entre otros.
A. Ca´lculo Coeficiente de Transmisio´n
para Barrera Meta´lica
La transmisio´n a trave´s de una barrera meta´lica de espesor l puede ser obtenida de la formula
Ts = |ts|2 = |M22|−2 . Sin embargo a diferencia de los materiales diele´ctricos, aqu´ı el vector
de onda incidente k2z = Kˆ sera´ complejo.
Dejaremos de lado las aproximaciones para bajas ω << 1
τ
y altas ω >> 1
τ
frecuencias,
calculando un coeficiente de transmisio´n general sin aproximaciones.
De la matriz de transferencia para una barrera diele´ctrica incrustada en vac´ıo presentada
en la seccio´n 4.2, es posible obtener el elemento M22, para el cua´l basta solo considerar k2z
como numero complejo para transformar la barrera de diele´ctrica a meta´lica.
Ms22 = cos k2zl −
i
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2zl (A-1)
de la definicio´n Ts = |M22|−2, calculamos |M22|2 = M22M∗22 como,
|M22|2 =
{
cos k2zl − i
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2zl
}
×
{
cos k∗2zl +
i
2
[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
sin k∗2zl
}
(A-2)
multiplicando termino a termino tenemos:
|M22|2 = cos k2zl cos k∗2zl +
i
2
[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
cos k2zl sin k
∗
2zl (A-3)
− i
2
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
sin k2zl cos k
∗
2zl
+
1
4
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
] [
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
sin k2zl sin k
∗
2zl
de acuerdo con la ecuacio´n A-3, es posible calcular algunos te´rminos por separado, desarro-
llando a k2z = k2 = (n2 + ik) de forma general tenemos:
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[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
=
(k∗2)
2 + k21
k1k∗2
=
(n2 − ik)2 + k21
k1(n2 − ik) =
(
n22 − k2 − 2n2ik + n21
n1(n2 − ik)
)
(A-4)
[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
=
k22 + k
2
1
k1k2
=
(n2 + ik)
2 + k21
k1(n2 + ik)
=
(
n22 − k2 + 2n2ik + n21
n1(n2 + ik)
)
(A-5)
si reemplazamos (n22 − k2 + n21) = η y 2n2k = χ las ecuaciones A-4, A-5 se reduce a:[
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
]
=
η − iχ
n1(n2 − ik) (A-6)[
k2z
k1z
+
k1z
k2z
]
=
η + iχ
n1(n2 + ik)
(A-7)
Ahora para los te´rminos trigonome´tricos tenemos:
cos k2l sin k
∗
2l = cos [(n2 + ik)l] sin [(n2 − ik)l] (A-8)
cos k2l sin k
∗
2l =
sin [(n2 + ik) + (n2 − ik)]− sin [(n2 + ik)− (n2 − ik)]
2
(A-9)
(n2 + ik) + (n2 − ik) = n2 + ik + n2 − ik = 2n2
(n2 + ik)− (n2 − ik) = n2 + ik − n2 + ik = 2ik
cos k2l sin k
∗
2l =
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
(A-10)
As´ı mismo para los terminos:
cos k∗2l sin k2l =
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
(A-11)
y
cos k2l cos k
∗
2l = cos [(n2 + ik)l] cos [(n2 − ik)l] (A-12)
cos k2l cos k
∗
2l =
cos (2n2l) + cos (2ikl)
2
(A-13)
y para el ultimo termino trigonome´trico tenemos:
sin k2l sin k
∗
2l = sin ((n2 + ik)l) sin ((n2 − ik)l) (A-14)
sin k2l sin k
∗
2l =
cos (2ikl)− cos (2n2l)
2
(A-15)
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Escribiendo nuevamente la ecuacio´n A-3, teniendo en cuenta las identidades hiperbo´licas
(sinh z = −i sin iz) y (cosh z = cos iz) tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+
i
2
(
η − iχ
n1(n2 − ik)
)(
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
)
(A-16)
− i
2
(
η + iχ
n1(n2 + ik)
)(
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
)
+
1
4
(
k2z
k1z
+
k1z
k2z
)(
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
)(
cosh (2kl)− cos (2n2l)
2
)
Ahora calculando el ultimo termino de la ecuacio´n A-16 tenemos:
(
k2z
k1z
+
k1z
k2z
)(
k∗2z
k1z
+
k1z
k∗2z
)
=
(
k22 + k
2
1
k1k2
)(
(k∗2)
2 + k21
k1k∗2
)
(A-17)
=
k22(k
∗
2)
2 + k22k
2
1 + k
2
1(k
∗
2)
2 + k41
k21|k2|2
=
(n2 + ik)
2(n2 − ik)2 + n21(n2 + ik)2 + n21(n2 − ik)2 + n41
n21[(n+ ik)(n− ik)]
=
n42 − n22k2 + 2n22k22 − k2n22 + k4 + n212(n22 − k2) + n41
n21(n
2
2 + k
2)
=
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
n21(n
2
2 + k
2)
(A-18)
reemplazando la ultima ecuacio´n de A-17 en A-16 tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+
i
2
(
η − iχ
n1(n2 − ik)
)(
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
)
(A-19)
− i
2
(
η + iχ
n1(n2 + ik)
)(
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
)
+
(
n42 + n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
[cosh (2kl)− cos (2n2l)]
de la ecuacio´n A-19 factorizando el segundo y el tercer termino (recuadros) los cuales con-
tienen te´rminos similares, racionalizando (negrilla) tenemos.
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(
η − iχ
n1(n2 − ik)
)(
η + iχ
(n2 + ik)
)(
sin (2n2l)− sin (2ikl)
2
)
−
(
η + iχ
n1(n2 + ik)
)(
η − iχ
(n2 − ik)
)(
sin (2n2l) + sin (2ikl)
2
)
⇒ Factorizando
=
1
n1(n22 + k
2)
{
sin (2n2l) [(η − iχ)(n2 + ik)−(η + iχ)(n2 − ik)] (A-20)
− sin (2ikl) [(η − iχ)(n2 + ik)+(η + iχ)(n2 − ik)]
}
observando los te´rminos que acompan˜an a las funciones sin (2n2l) y sin (2ikl), es posible
resolverlos para la suma y la resta respectivamente como,
Para la suma ⇒ 2ηn2 + 2χk (A-21)
Para la resta ⇒ 2iηk + 2in2χ (A-22)
ahora si se factoriza y se reemplazan los te´rminos η y χ por sus valores n2, n1 y k, tenemos
para la resta,
2i(ηk − n2χ) = 2i
[
(n22 − k2 + n21)k − n2(2n2k)
]
= 2i
(
n22k − k3 + n21k − 2n22k
)
= 2ik
[
(n21 − n22)− k2
]
(A-23)
para la suma tenemos,
2(ηn2 + χk) = 2
[
(n22 − k2 + n21)n2 + k(2n2k)
]
= 2
(
n32 − k3n2 + n21n2 + 2n2k2
)
= 2n2
[
(n21 + k
2) + n22
]
(A-24)
reemplazando las ecuaciones A-23 y A-24 en la ecuacio´n A-20,
i
4n1(n
2
2 + k
2)
{
[sin (2n2l)2ik
[
(n21 − n22)− k2
]− sin (2ikl)2n2 [(n21 + k2) + n22]
}
(A-25)
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Ahora utilizando las identidades hiperbo´licas, el termino puede ser escrito totalmente real,
como:
1
2n1(n
2
2 + k
2)
{
[− sin (2n2l) k
[
(n21 − n22)− k2
]
+ sinh (2kl)n2
[
(n21 + k
2) + n22
]}
(A-26)
reemplazando en la ecuacio´n A-19 tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+ (A-27)
1
2n1(n
2
2 + k
2)
{
[− sin (2n2l) k
[
(n21 − n22)− k2
]
+ sinh (2kl)n2
[
(n21 + k
2) + n22
]}
+
(
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
[cosh (2kl)− cos (2n2l)]
Hasta este punto se ha determinado la transmisio´n para una barrera meta´lica incrustada
en un medio homoge´neo de forma general, es importante observar que la ecuacio´n A-27 es
completamente real y depende u´nicamente de las constantes de cada medio (ni , k). Sin em-
bargo es necesario determinar de manera expl´ıcita la dependencia de la transmitancia con las
constantes ωp y τ las cuales son conocidas en diferentes materiales, adema´s la dependencia
con la frecuencia de onda incidente ω es necesaria para observar el comportamiento de la
transmitancia en diferentes regiones del espectro electromagne´tico.
Con la ayuda de las relaciones 5-10 y 5-22 es posible escribir A-27 en te´rminos de las cons-
tantes deseadas. Para esto tomaremos parte por parte de los te´rminos de la ecuacio´n 5-38.
Empezando con te´rminos que acompan˜an a los sin (2n2l) y sin (2kl).
k
[
(n21 − n22)− k2
]
=
=
√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 − ǫ1
]{
n21 −
1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 + ǫ1
]
− 1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 − ǫ1
] }
=
√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 − ǫ1
] [
n21 −
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
(A-28)
ahora en te´rminos de ωp, (τ
−2 = γ2) y ω frecuencia angular de la onda incidente:
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√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 − ǫ1
] [
n21 −
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
=
=
√√√√√1
2

([ω2 + γ2 − ω2p
(ω2 + γ2)
]2
+
[
ω2pγ
2
ω(ω2 + γ2)
]2) 12
−
[
ω2 + γ2 − ω2p
(ω2 + γ2)
] (A-29)
×

n21 −
√[
ω2 + γ2 − ω2p
(ω2 + γ2)
]2
+
[
ω2pγ
2
ω(ω2 + γ2)
]2 
√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 − ǫ1
] [
n21 −
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
=
=
√√√√√ 1
2(1 + γ
2
ω2
)

([1 + γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2) 12
−
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
) (A-30)
×

n21 − 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 
para el termino similar tenemos:
n2
[
(n21 + k
2) + n22
]
=
=
√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 + ǫ1
]{
n21 +
1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 − ǫ1
]
+
1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 + ǫ1
] }
=
√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 + ǫ1
] [
n21 +
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
(A-31)
√
1
2
[
(ǫ21 + ǫ
2
2)
1
2 − ǫ1
] [
n21 +
√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
=
=
√√√√√ 1
2(1 + γ
2
ω2
)

([1 + γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2) 12
+
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
) (A-32)
×

n21 + 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 
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Ahora tomamos el termino que aparece como factor comu´n de los sin θ.
2n1 (n
2
2 + k
2) =
= 2n1
{
1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 + ǫ1
]
+
1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 − ǫ1
] }
= 2n1
[√
ǫ21 + ǫ
2
2
]
= 2n1

 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2  (A-33)
Por ultimo tomamos el primer termino del tercer miembro de la ecuacio´n A-27, el cual es
quien contiene la mayor cantidad de combinaciones de n2, n1 y k. con el animo de hacer mas
claro el desarrollo tomaremos uno a uno los te´rminos como aparecen en el denominador para
luego conformarlo en uno solo y factorizar.
(
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
= (A-34)
n42 =
1
4(1 + γ
2
ω2
)2
{(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 }2
(A-35)
2n22k
2 = 2
{
1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 + ǫ1
]
× 1
2
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
) 1
2 − ǫ1
]}
Dif. de cuadrados (A-36)
= 2
1
4
[(
ǫ21 + ǫ
2
2
)− ǫ21] (A-37)
2n22k
2 =
1
2
(
ω4pγ
2
ω6(1 + γ2
ω2
)
)
(A-38)
2n22n
2
1 =
n21
(1 + γ
2
ω2
)2
{(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 }
(A-39)
2n21k
2 =
n21
(1 + γ
2
ω2
)2
{
−
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 }
(A-40)
n41 = n
4
1 ⇒ Constante (A-41)
k4 =
1
4(1 + γ
2
ω2
)2
{
−
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 }2
(A-42)
n21(n
2
2 + k
2) =
n21
(1 + γ
2
ω2
)
√(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
2
ω3
)2
Denominador (A-43)
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reemplazando los te´rminos hallados en la ecuacio´n A-34 y factorizando, tenemos:
(
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
=
=
{
1
2(1 + γ
2
ω2
)2
[(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2
+
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)2]
(A-44)
+
2n21
(1 + γ
2
ω2
)
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)
− ω
4
pγ
2
2ω6(1 + γ
2
ω2
)2
+ n41
}
÷Denominador
Finalmente este termino puede escribirse como:
(
n42 + 2n
2
2k
2 + 2n21n
2
2 − 2n21k2 + k4 + n41
8n21(n
2
2 + k
2)
)
=
=
[(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)
+ n21
(
1 + γ
2
ω2
)]2 √(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2
n21(1 +
γ2
ω2
)
[(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2] (A-45)
De forma general tenemos:
|M22|2 = cos (2n2l) + cosh (2kl)
2
+ (A-46)
1
2n1
[
1
(1+ γ
2
ω2
)
√[
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 ] ×
{
− sin (2n2l)
√√√√√ 1
2(1 + γ
2
ω2
)

([1 + γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2) 12
−
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)

n21 − 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 +
sinh (2kl)
√√√√√ 1
2(1 + γ
2
ω2
)

([1 + γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2) 12
+
(
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
)
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×

n21 + 1
(1 + γ
2
ω2
)
√[
1 +
γ2
ω2
− ω
2
p
ω2
]2
+
[
ω2pγ
2
ω3
]2 } +
[(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)
+ n21
(
1 + γ
2
ω2
)]2 √(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2
n21(1 +
γ2
ω2
)
[(
1 + γ
2
ω2
− ω2p
ω2
)2
+
(
ω2pγ
ω3
)2] [cosh (2kl)− cos (2n2l)]
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